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PREFACE

A théorie de Uélectron due ¢ M. Dirac
présente un grand inlérét a plasieurs
points de vue. Elle constitue la forme
la plus parfaifc que nous possédions
actuellement de la dynamiqae ondu-
latoire de DUélectron ; elle concilie, au
moins dans une cerlaine mesare, les
idées relativistes et les eonceplions
quantiques ; elle précise sous une forme en accord avec fes
principes de la nowvelle Physique 'hypotlicse si féconde du
corpasenle électrisé, magnétique el fournant de MM. Uhlen-

beek et Goudsimit ; elle permel enfin, tant en ce qui concerne
lo strurture fine des spectres qulen ce gui concerne les effets
Zecrman anormang, de rendre comple &’ importands fails expé-
rimentaur el par ld, elle recoit @ son four nne belle confir-
mation, H nous a paru wlile d'en publier un exposé général
ere rédigeant des cours que nous weons faits dans les plus
récentes anndes o finstitat Henrl Poinearé.

Pour bien montrer que la théorie de Dirae n'est pas un
simple jew de théoricien, mais qu elle pient & point pour nous
permctire erpliquer des fails importants, nous avons cru
devolr faire dans la premiére partie da lirre un exposé des
phénomeénes qui ont recu d'elle une interprélation satisfai-
sanfe en monlrant en méme femps que ces phénoménes

Staient rebelles & toute explication connpléte par les anciennes
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théories quantiques ou méme par la Mécanique ondulatoire
sous sa forme initiale.

Nous arons réservé aussi une certaine place dans celte pre-
miére partie de Uouvrage au rappel des principes généraux
de la nouvelle Mécanique el de la conception des lois phy-
siques qui en découle; il est impossible, en effet, de bien
comprendre la théorie de Dirac si 'on n’a pas ces principes
présents & Uesprit.

Dans Vexposé de la théorie qui fait U'objet de la secaonde
partie, nous avons conservé la forme un peu dissymétrique
des équations employée dés le débul par M. Dirac lui-méme
sans chercher & prendre des notations plus symétriques au
point de vue relativiste comme Uont fait nombre d’auteurs
par la suile. Cetle recherche d’une symétrie de forme nous
parait. en cffet, un peu vaine puisque, comme nous arons
cherché & le montrer dans le dernier chapitre, la théorie de
Dirac, malgré Uinvariance de forme de ses équaftions pour
une transformation de Lorentz, doit faire jouer au femps un
role particulier pour rester en accord avec les principes géné-
raux actuels de la Physique gquantique. A la fin de la seconde
partie, nous avons consacré un chapitre & une vue systéma-
tique de Uensemble de la théorie qui pourra aider le lecteur
@ en saisir 'harmonie.

La troisieme partic de U ouvrage comprend {'interprétation
par fa théorie de [3rac des faits cxpérimentan rappelés dans
ke premiére partie. Puis vient une étude de certaines consé-
quences un pea éfranges des équations fondamentales, en
particulicr la prévision des élals @ éncrgie négative. Nous
avons exrposé ces difficultés sans en préconiser aucune soln-
Yon; guelle gue soif Io manidre dont on seru amené dans
Pavenir @ les résondre, clles méritent d’étre étudiées car elles
ont tears racines dans les bases méme de la théorie.

Nous espérons que Uensemble de ouvrage permelira au
lectear de saisir & la fois la beauté de la théorie de Dirac, son
utilité pour Uinterprétation des fails erpérimentanr el aussi
ses lacunes et ses poinls foibles.

Jexprime toute ma reconnaissance a M. Jean-Louis Des-
Louches pour m’avoir aidé dans la corrcetion des épreuves.

Louis ne Broarn:,



PREMIERE PARTIE

SUCCES ET FCHECS DES THEORIES QUANTIQUES
ET DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE PRIMITIVE
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CHAPITRE PREMIER
Le spectre atomique de ’hydrogéne.
Théories de Bohr et Sommerfeld

1. La formule de Balmer
et les termes spectraux de I'hydrogéne

A série de raies la plus anciennement
counue dans le specire visible de 'hy-
drogene est la série de Balmer. Elle est
formée de 4 raies principales (qui sont
en réalité de pelits doublets comme
nous le verrons plus lard). Voiei les
noms ot les longueurs d'onde de ces
4 raies :

H,: 6.563 A 103 : -L861 A H, : 4340 A H; : 1102 A

Balmer est parvenu, il ¥ a déja un demi-siécle, & trouver une
formule qui donne les fréquences de ces raies. Cette formule
est la suivante:

v = IR !1 —_ T;:Tl m=3,4,56 1)
vs est la fréquence de la raic I, v celle de H, ele, R est une
constanie dite «conslanie de Rydberg» trés sensiblement
épale 3 3,29201 . 10",

D’autres séries de¢ raies découverles postérieurement dans
le spectre non visible de I'hvdrogéne suivent des lois ana-
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logues. Telles sont nolamment la séric ulira-violelte de
Lyman pour laquelle la fréquence des raies est donnée par
la formule :

1 ] .
Vo = R ll - -I—n? m-— 2, 3... (2)
et la série inifra-rouge de Paschen pour laquelle o a :
1 1]
Yoy = R [9 "—--'"? m-—’l, ... (3)

On voit que toutes ces formules rentrent dans le type
général :

v= I}

:2 — ’:F] n<m (1)

Pour les raies de la série de Lyvman, n=1; pour celles de
la série de Balmer, n==2; pour celles de la série de Paschen,
n=a3.

De celte constalation, on peut s'élever & une loi générale
qui s'est montrée exacte pour toutes les raies spectrales de
tous les corps. C'est le « principe de combinaison de Rilz »
dont voici Vénoncé :

« La fréquence de toute raie spectrale est égale & la diffé-
rence de deux {ermes speciraux caraciéristiques du corps
émelteur. »

(e sous une autre forme ©

« Pour tout corps émetleur, on peut dresser un tableau de
nombres dits termes spectraux tels que la fréquence de toute
raie spectrale du corps sofl la différence de deux de ses
termes spectraux. »

La formule (4) nous montre alors que, pour ’hydrogeéne,
les termes spectraux ont, au moins en valeur absolue, la

R
forme -—— avee n=1, 2,
n

Une &ude expérimeniale plus perfectionnée des raies de la
série de Balmer a d’ailleurs montré que ces raies sont en
réalilé chacune formées de deux raies trés voisines. Autre-
ment dit, quand on analys¢ avec une dispersion suffisante

i
H
I..
b
:
¥

:




LE SPECTRE ATOMIQUE DE L’ITYDROGENE o

la série de Balmer, on s’apergoit que chacune des raies con-
sidérées primitivement comine simple est en réalité un petit
doublet. Pour chacun de ces doublets la différence de fré-
quence cnire les deux composantes esl la méme. Nous ver-
rons plus loin commenl Sommerield a pu inlerpréter cette
gtructure fine de la séric de Balmer,

9. La théorie de Bohr pour les termes spectraux de I'hydro-
géne. — En 1912, M. Bohr est parvenu & interpréer les
termes spectraux de 'hydrogéne ct, ce faisant, il a fondé sur
des bases nouvelles 1a théorie moderne de 1'atome.

Un peu avand la théorie de Bohr, les physiciens, non sans
avoir quelque peu titonné, avaient fini, suivant la suggestion
de lord Rutherford, par adopler un modéle planétaire de
FPatome, Sclon cette vue, I'atome du corps simple dont le
rang dans la séric de Mendeleeff est N serait muni d'un
noyau central de charge posilive Ne, e &ant la charge élec-
trique élémentaire —4.77 . 107" u.e.s; autour de ce noyau,
tourneraicnt N électrons de charge — e de sorte gque 'en-
semble de 'atome serail électriquement neutre. M. Bohr a
eu I'tdée de sonmettre au cateul ce modéle d'atlome en lui
appliquant les lois de quanta inlrodutles par Planck avee
succes dans I'étude du ravonnement noir, 11 admet que dans
I’atome un électron-planéte ne peut décrire aulour du soleil
positif central que certaing des mouvements prévus par la
Mécanique classicque. A ves mouvements siables des électrons
correspondent pour atome des o étatx slationnaires » durant
lesquels, contrairement anx prévisions de la théorie éleciro-
magnélique  classieque.  aucun  ravonnemenl  n'esl émis.
L'émission des raies spectrales ne pent done avoir lieu que
lovs du passage brusque de Patome d'un étal stalionnaire
initial 3 un autre état stationnaire de moindre énergic, Quelle
seva la fréquence de la raic émise pendant un lel passage?d
Bohr la détermine en admetianl ue Pénergie perdue par
'atome esl rayonnée sous forme «’un seul quantum de
lumiére de valeur fiv, sous Ia forme d'un scul photon pour
emplover le langage actuel. Si done I et k; désignent les




6 THEORIES DE BOIIR FT DE SOMMERFELD

énergics .de I'atome dans 1'état stationnaire initial et dans
I’état statiennaire final, la fréquence v; émise lors de la tran-
sition est :
Dypy O
o= = h : )

Cette formule explique immédialement le principe de com-
binaison de Ritz et nous montre que les termes spectraux
d’un atome sont égaux aux énergics de ses divers états sta-
tionnaires divisées par la conslanie de Planck.

Le probléme essentiel est donc de déterminer les énergies
des éiats stationnaires. Pour cela, Bohr dans son travail ini-
tial admet toujours que Uflectron se comporte comme une
charge ponctueiic obéissant aux lois de la Dynamique de
Newton, mais il resireint le nombre des mouvementis pos-
sibles en introduiszant les régles de quaniification de Planck.
Au moment ol Bohr écrivait, on ne savait quantifier que les
mouvements périodiques définis par une seule variable ¢.
La méthode de quantification pour ce cas était la suivante :
p €étant le moment de Lagrange conjugué de Ya variable 4.
on écrivait :

& pdgq=nh (necntier) (6)
Uintégrale élant étendue a un cycle entier du mouvement et
h éanl la constante de Planck. Bohr a été¢ amené naturelle-
ment ¥ supposer que les mouvements de 1’électron satisfai-
sant A la condition (G) sont les mouvemenis stables corres-
pondant aux étals slationnaires de 'atome.

La méthode permet de calculer aisément énergie des tra-
jecloires circulaires stables de I'atome d’hydrogéne qui, dans
la conception de Rutherford, est formé d’un noyau de charge
-} ¢ ¢t d'un éleciron-plangte de charge —e. Si 0 est U'azimut
qui repere la position de I'électron sur une trajectoire ciren-
laire de ravon r, la condition (6) donne:

mrif—n. r (9‘—*@) (7)

Pr —at
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_Elle exprime gue le moment de rotation de §'électron sur

Yorbite stable est un multiple entier de éh; Comme, d'autre
part, les lois de la Dynamique fournissent la relation :

. 2
mrit= 25 8)

" on trouve aisément pour 1'énergie du n® mouvement circu-
laire quantifié :

1 . B 1 o fe 2=*met
L,,=2mr 6 —Tz—EJ)Lr f === (H

~ Donc, st I'on s’cn tient aux mouvements circulaires, les
termes spectraux de I’hydrogéne doivent étre de la forme:
L, 27t met

Ay (10)

D’apres la formule (5), les raies de I’hydrogéne doivent
avoir des fréquences données par la relation générale :

2x*met] 1 1
VYpn,2 =— "—}'!'3—" (n—z —_ ?) (ﬂ’>fl) (11)
et U'on retombe sur la formule (4) tirée de V'expérience en
posant :

2xn*met

R="—3x"—
?

Or le calcul numérique du second membre de (12) montre
que sa valeur cst bien sensiblement égale 3 la valeur expéri-
mentale de la constante de Rydherg.

On peut recommencer le méme calcul en supposant que
I'on a affaire 2 un atome de rang atomique N jonisé N—1
fois, On a alors 3 traiter un probléme identique A celui de
Patome d’hydrogeénc sauf que la charge centrale est Ne au
lieu de e (*). En reprenant le calcul, on trouve aisément pour
les lermes spectraux A la place de (10):

(12)

{*) On dit souvent que 1'atome de rang N jonisé (N — 1) fois est
hydrogénoide.
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E 2x"me', RN® y
e A DTN — 13
h n* hd N n? (13y

Les lermes spectraux sont multipliés par le carré du
nombre atomique. Le cas le plus simple est celui de 1'hé-
linm une fois ionisé pour lequel on a N—=2. Les termes spec-
traux et les fréquences sont quadruplés, Les nombres expé-
rimentaux indiquent cependant que la constante de Rydberyg
n'a pas tout d fait la méme valeur pour IT el pour He*.
M. Bohr a pu rendre comple de eette différence en faisant
intervenir la réaction de 1'électron sur I noyau.

3. Energies quantifies des orbites elliptiques. — l.cs cal-
culs de Bohr rappelés ci-dessus ne peuvent élre regardés
comme complets car ’étude du mouvement d’un électron
autour d'un noyau cst en principe un probléme i denx
variables : rayon-vecteur et azimut, Eliminer les vartalions
du rayon-vecleur en ne considérant que les (rajecloires cir-
rulaires cst évidemment un procédé artificiel. Mais pour trai-
ter compléiement le probleme, il faut d’abord savoir écrire les
conditions de quania pour les mouvements & plusieurs degrés
de liberté, Voici comment on ¥y est parvenn.

Soif un systéme b n degrés de liber1é défini par n variables
¢ ... . Si toutes les variables admellent nne méme période
de variation T, c'est-h-dire si 3 des infervalles de temps égaux
a 't elles reprenment k méme valeur, e syvstéme reprend régu-
ligrement les mémes configurations : il est périodique. Si
chaque variable 4, a une période 1, de variation, ces périodes
étant incommensurables entre elles, le sysigme est quasi-
périodique. Les conditions de quanta n’ont de sens que pour
les systémes périodiques ou quasi-périodiques. Pour les sys-
témes e ce genre que 'on a en & quaniifier dans I'ancienne
théoric des quanta, il a toujours é1é possible de choisir les
variables de fagon qu’elles forment un systdéme de « variables
séparécs » ¢'est-A-dire que chacun des moments de Lagrange
p; puisse s’exprimer en fonction de la scule coordonnée g
correspondante. Les variables étani ainsi choisies, MM, H. A,

SN
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Wilson et Sommerfeld ont moniré que la quantification doit
a'exprimer par les n conditions :
§{kdqt=n« h (n;entier) i=1,2,...n. (1)

¢haque intégraic étani prise pour la période T, de la va-
riable g

M. Sommerfeld s’est servi de ce nouvel énoncé pour traiter
plus complétement le problime de I'afome d’hydrogine cn
tenant comple de tous les mouvements elliptiques, Soit r le
rayon vecteur ¢l § Tazimut de P'électron sur sa trajectoire
képlérienne. L’énergic cinétique T sera :

i . .
'l‘:<9 m (et et : (15)
el les moments de Lagrange seront par définition :
aT - T o
= — == mr po=-_ . =mih {16)
ar 24

Les conditions (141 peuvent ici "appliquer et s’écrivent :
2=

f M d = T 4) mrde = i, (17}
« 4

Or m*§ est le moment de cotation constant dans un chamyp
central d'apres le théordéme <les aires. La premigre condi-
tion (173 donne done ;

nmrit)=n, ‘;[1_- (1)
et coincide avec la condition (7) de Bohr pour les orbites
circulaires.

Pour calculer la denxitmie intégrale (173, nous devons
écrire 'expression de ['énergic :

1 . . y
E= _-m - rh?) —

2 P 2m

2 { RIAE, . W2
= {(m};ﬂ -t 7'2‘ — (;T (19

d’olt 'on tire cn {enant comple de (18):

. )2 2 3,2
mr=np, -.—..:1_—' " 2m (IC—'[— ¢ ]— h ,-}ET (20)
r =t

formule qui montre la sépsration des variables.
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Au cours du mouvement, le rayon vecteur r oscille enlire
les valeurs r, ¢t r. qui annulent le radical (20) car p. doit
étre réel. En supposant r, < r,, on écrira ;

§ poar= aflzm(w )i"""—m @)

1.2 2
car on doit prendre dans (20) le signe -} quand augmenle
et le signe — quand il diminuc. Sommerfeld a calculé 1'in-
tégrale (21) par Ia méthode des résidus de Cauchy et lui a

trouvé ta valeur — In, \h—}—l;z;- m]c;| En égalant 3 n: h, on
1

trouve aisément :
B, , —— 2n*met
+ (In, + n)* h?
Ceci donne 1'énergie quantifiée de 1’étal stalionnaire cor-
respondant aux nombres quantiques n, et n.. Comme |n,|
et n. sont des nombres cntiers positifs ou nuls qui ne peuvent
étre tous deux nuls ainsi qu'on le voit aisément, on peut
poser :

(22)

In, |4+ n,=n (n=1,2..... ) (33)
et la formule (22) donne Ies mémes niveanx d’énergie que
la théorie primitive de Bohr. Autrement dit, le fait de con-
sidérer les orbites elliptiques ne conduit  aucun terme spec-
tral nouveauv. I.’introduction de deux degrés de liberté ne peut
expliquer 4 elle seule la structure fine de la série de Balmer.

4. Théorie de la structure fine de Sommerfeld. — Pour
expliquer la structure fine du spectre de 1’hydrogéne, Som-
merfeld a eu I'idée de chercher & employer la Mécanique de
Relativité au lien de la Mécanique classique. Ceci se justifie
en remarquant que, dans l'atome de Bohr, la vilesse des élec-
trons sur les orbites internes doit étre comparable 3 la vitesse
de lumidre.

Dans la dynamique relativisie, I'énergie cinétique de 1'élec-
tront a POUF expression :

T=m,e (24)

——1]
1/1——'3’ !
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m, &tant la masse de ['électron au repos et $ ayant la signi-
fication usuelle :
v 1 ,——= _
== - l‘/"2 J‘- rt 92 (2;))
¢ ¢

Mais ici on ne doit plus définir le moment p, conjugué de
- la variable ¢, comme étant égal 4 Ja dérivée de T par rapport
3 ¢;; on doit introduire fa fonction de Lagrange relativiste :

L= —mey/1 —p—U (26)
U étant V’énergie polentielle et poser la définition :
a ]‘
a‘?.

Dans le probléme de Vatome d’hydrogéne, Vénergie poten-
tielle ne dépend pas des g, et 1'on a
oL m, ct 8]3’ __myr

Po=""% = — i : _

@ THTSg ar i

w
"o

(28)
el m, et ¢ ﬁ* m,r2h

mi_é(j 211__&2 afj V1_'a-z

Le_s conditions dc quanta (14) sont donc ici:

, i1 di=nh; 4)——"—13——-,:(11'=—u?h (29)

V 1 — r2 I | —5

L’étude détailléc de la trajectoire que nous ne ferons pas
ici montre que ’électron décril une ellipse avec rotation du
pfrihélie ; autrement dit la trajecioire est & chaque instant
tangente & une ellipse osculatrice qui tourne lentement dans
son plan. Le rayon vecteur oscille entre deux valeurs r, et r.,
mais le temps qu’il met & déerire le eyele ry~>ry-—>r, {pé-
riode de la variable r) est un peu plus long que Ie (emps mis
par 1'azimut pour augmenter de 2= (période de la variable
6). L.'orbite ne sc ferme donc pas cxactement el le mouve-
ment est quasi-périodique.

Le moment p, est encore le moment de rotation autour du
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cenire el on démontre aisément qu’il est encore ici constant,
c’est-d-dire que le théoréme
des aires est toujours vala-
ble. La premigre condition
(29) donne donc:

m, et h
e =1,

113 2=

Py = (3

L’éncrgie lotale est la
somme de 1'énergie interne
m, ¢’ de I’énergie cinétique
et de D'énergic polentielle;

Fie. 1 elle est done égale .
m, ¢t »?
W= ___'f __ (:3h)
15 8

ko tenanl comple de 28] et de (25), on vérifie facilement
la formule : .

& he 2
' / P ; A ¢ o
W e (-l' mEe Lt ’r;- - (32)
Appelons E I'énergie W diminuée du terme moc’; E est
alors I'éncrgie 1elle qu'elle se définit en Mécanique classique.
Remplacons dans (32) W par E -+ m, ¢ el résolvons par rap-
porl & p,. Il vient

r

N L
Pl A2 (:3:3)
o IR
avee les nolations ;
l.‘z B °
A= -L2m E==m 2 e? ( - _n) —-1
L ' m,e”,
Eet -
B—_-—“2 B Il D (34)
: et . et
e e L
ot P oF 4 it

Sammerfeld inteoduit idors dans le caleul ce qu’on appelle
« la constante de structure fine» :
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2wt . .
g=—-— (£*==5,2.10 *c.g.s.) (35)
he
On peut done écrire :
_ nl* h 1 o
Ir n,t

t==— (36)
Une application du théoréme des résidus permet d'établiv

que l'on a:

T - 13
§l A J,_ LB . ]_‘2. dr=—=—23=i (l' C— l"\_ ) (37}

. En égalant le sccond membre de (37) a n. i conformément
4 (29) et en remplacanl A, B et C par leurs valeurs, Sommer-
feld trouve aprés un caleul simple :

UHE:{; =

: ==, 38
m, ¢t ned-n— ) (38)

formale gui donne rigourcusemenl 'énergic E de 1'état sta-
tionnaire défini par les nombres quaniiques n, et n..

La quantilé o« étant trés petite, une premigre approxima-
tion consiste & négliger les lermes de degré supérieur aw
premier en x*. On retombe alors, comme on devait s’y
attendre, sur la formule (22) dec la théorie non relativiste et
on ne trouve pas fa structure fine. Une approximation meil-
Jeure consistera & garder les termes en z* et 4 écrire :

s A ~-)
i —_— | T
[ Cnt L et — o)’

P 1 ! 1, n, .
ST RN A rh B

Fn portant ceffe valeur dans (88}, on trouve ;

N 2 =% pr, ¢* o? U,
R e | e (i a)]
Le iroisitme terme enlre crochets explique I'existence d’une
structure fine de la série de Balmer car il dépend séparément
de In,| et n, et non pas seulement de [n, (4 n..
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Nous allons maintenani changer un peu les notations.
Nous appellerons « nombre quantique total» le nombre
|+ n, et «nombre quantique azimutal» le nombre
k=Im|. Il est évident que l'on peut caractériser chaque
niveau quantifié d’énergic par les nombres n et % au licu
des nombres n, ¢t n.. La formule (40) s’écrit maintenant (en
introduisant la constante de Rydberg) :

Rh a® {n 3
Boyms [1+F(r\-“‘4 )] (1)

Dans Pancienne théorie des quanta, on admettait que le
nomhre azimutal & ne pouvait jamais prendre la valeur 0 ;
pour les trajectoires circunlaires on avait n.==0 ou n==Fk et
pour les trajecloires elliptiques 0 < k<" n. D'aprés la for-
mule (41), chaque orbile stafionnaire est caractérisée par
une énergies E,, qui ne dépend plus seulement de n, mai<
aussi de K, mais comme o est irés pelil devant 'unité, les
divers termes spectraux correspondant 3 nne méme valeur de
n sont irés voisins ¢t 'on obtient bien ainsi une struclure
fine des raies prévucs par la théorie de Bohr.

Il est visible que le terme spectral de Bohr correspondant
a une valeur donnée de n s¢ décompose ici en n termes voi-
sins car pour n [ixé on peut avoir pour & les n valeurs I,
2, ... n. Il convient de remarquer que 'écarlement des termes

voising est d’antant plus petit que n est plus élevé en raison

de la présence de n, au dénominateur dn terme en «°.
Considérons la séric de Balmer. En premiére approxima-

tion, les fréquences des raies sont données par la formule :

1 1 ,

oy — = n=31.. (12)

2t i

=R

I'n deuxiéme approximation, on doil. d’aprés Sommerfeld
|}

R 3
remplacer le terme specteal 5t par [1 {—,),( —!)] ot
A

R .
de méme le terme spectral o Par [1 ‘|‘ (” ?)]

Il ¥ a done dans la série de Balm(\r une struotm'e fine & écar-
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tement constant provenant du dédoublement (k=1,2) du
premier terme spectral fixe ¢t une autre structure fine a

 écartement décroissant quand on s’éléve dans la série duc &

la complexité du deuxi®me lerme speciral variable. Cette
deuxiéme structure finc est praliquement inobservable parce

* qu’ele est trop fine. La premiére correspond & une décom-

position de chacunc des raies prévues par la formule de Bai-

‘mer en un doublet & écarlement constant pour toute la série

et égal & :
R 2 3 3 Ro?
Avy= =gz [1 + 52 2% ( ] l T)l i6 (43)
2
Le calcul numérique de ——=  donne 0,365 em™ en rem-

16
placant les fréquences par les nombres d'onde. Cette valenr
est en assez bon accord avec le nombre expérimental. On
ohtient donc une interprétation de l'existence de doublets
dans la série de Balmer en complétant la théorie de Bohr par
I'introduction de la Relativité,

Si I'on reprend les caleuls de Sommerfeld en supposant
que I'on a affaire non plus a Patome d’hyvdrogéne mais 3 un
atome de nombre atomique N jonis¢ (N—1) fois, on trouve
pour I'éncrgic de 'étal stalionnaire caractérisé par les nom-
bres net k:

N ]l\l h a’N:/n 3
B = — PR [1 -+ Rt (}n I )] (1)

La correction de Relativité dans le crochet est done mul-
tipliée par N* el I’écartement des doublels par N*. Pour 1'hé-
lium ionisé (N=2), I'écarlement des doublets dans la séric
correspondant & la séric de Balmer devra donc étre 16 fois
plus grand que dans la série de Balmer elle-méme. On con-
¢oit donc que l'élude des doublets dans le spectre de He*
ait pu servir a vérifier la théorie de Sommerfeld : cetle véri-
fication faitc par Paschen a é1¢ trés satisfaisante.

La théoric de la structure fine de Sommerfeld a donc donné
pour I et He* de irés bons résulials ; elle a pu étre étendue

avec succds & Uinterprétation d'une classe importante de dou-
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blets dans le spectre des Rayons X. Mais on s’est cnsuile
apercu gue pour les raies X ¢l méme pour le spectre simple
de I’hydrogéne, Vapplication de la formule (41) se heurtait
4 une grave difficalté. C’est ce que nous expliquerons cn
détail dans le chapitre TIT.

tz

)
Ky



CHAPITRE II

*  Notions sommaires sur les spectres optiques de doublets
et leur interprétation

1. Formule de Rydberg et séries de raies

E succés de la formule de Balmer et
des formules du méme type pour
Uhydrogene a conduit depuis long-
temps les spectroscopistes A rechercher
s’il était possible de trouver des for-
mules analogues pour les éléments

autres que Uhydrogéne, Le principe de
combinaison éant valable pour toules
les raies optiques, il s’agissait de trouver pour les termes
spectraux d’un élément queleconque une expression généra-

. . R . s
lisant 1’expression o valable pour Uhydrogéne

Rydberg a moniré qu'en premidre approximation les
lermes spectraux d'un élément peavent s’écrire sous la forme

R - (1)
(n-|8)
ol R est la méme conslante que pour 'hydrogénc. Dans
I'expression (1) le nombre n est un nombre entier positif
el A est un nombre non entier susceplible de prendre pour
chaque élément plusieurs valeurs difiérentes. La formule de
Rydberg ne représente pas trés exactement les termes spec-

PacnyC il zHiiad
HABYHOEQ-TIXHIYHAR
€ibninToaHa
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trany ; Ritz a proposé une expression plus exacte ou figurent
égateroemt le numbre entier noct la gquantité A, Sans nous
occuper ici de Uexpression la plus oxacte des lermes spec-
traux en fonction de n et de &, nous admetlrons que chagque
terme speetral peal s'exprimer a Uaide de cos deux quantités
et peul par suite dtre représenté par la notation (n, A). Pour
une valeur donnde de n, A est en général susceptible de plu-
sivurs valeurs différentes ; & on mitme o corvespondent done
plusicurs (ermes spectraus. Les spectroscopistes onl pris 'hac
bitude de désigner fes valeurs possibles de A par une suile
de Yellres s, p, d, f, g, b el en dressant e fablesu des
lermes speclraux, ils se sonl apergus que ce tableau a ["aspect
suivant

(1,9 (2, ) (3, %) (L, ) (b8} ...
(2, 3, ) (L m Gepy oo
{3, d) (1, ) Oy L oL (D)
H hH ST ) P
GBygy o ...

Ainsi ponr n==1, A ala seule valeur 8. Pour n==2, A peut
avoir es valeurs s on p. Pour ni—=:3, A w une des valeurs s,
p.odoete. YV une fagon générale quand n croit d’une unité,
le nombre des vatenrs possibles de A eroft ansst d'une unité.

Comme pour Vhyidvogéne. Tes fréquences des raies d'une
mdénie série spectrale s’oblicnnent loujours en faisang la dif-
férence dn ferme constant caractéristique de la série e1 d'un
terme vaciable. Yoiei les formules de fréguences de 4 séries
qui ont G retrosvées dans tous les speetres ¢ sont particu-
lizrement familidres anx spectroscapistes

Série principale o, = {},s) —(n, p) n=2,3

Série diffuse ou

1™ gorie second, v, =2, pj —(n,d} #=23,1,

Série etroile on

2¢ sorie second. v, = (2, py —(n, ) n==3,0 .. .. (3}
Série de Berg-

mann ou Seérie

fondamentale =3, dy—(n, ) n==45.
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Comme les lermes spectranx diminuent loujours de videur
quand n augmente, on voit qu’en s'élevant dans une série
spectrale, on lrouve des raies dont la fréquence se rapproche
de plus en plus du terme speelral constant «qui caractbrise
la gérie ; ce terme spectral peut done dre appelé « la limite

de la série ».

Sur les formules de séries (21, on remarque une parlicu-
larité qui se retronve pour {outes les sériex obtenues dans les
conditions usuelles @ &1 Ton range les valeurs possibles de A
dans Vordre s, p, d, f, g, cte., les valeurs de A figurant dans
e formule de série sont tonjours des valeurs immdédiste-
ment voisines. Si, au lien de désigmer les valeurs de A par
s, p, d.... on les désignain par 1, 2, 3..., on pourrait dire
« quand on passe d'un terme & autre dans une formule de
série, A varie d'une unilé en pfus ou en moins». Clest 14 ce
qu'on nomme «une régle de sélection » monlrant que, da
moins dans les condilions usnelles d’émission, un grand
nombre de combinaisons cnire lermes speclraux ne corres-
pomdent pas i des raies réellement observables.

2. Le spectre de doublets des alealins. — |.c tableau (2)
des termes speclraux n'est quune toufe premidre approxima-
tion: la réalité e<| malheurcusement loin d’élre aussi simple.
Les progrés <e la speelroscopic ont moniré en parliculier
gue les raies considérées comme simples dans le sehiéma pré-
cédent de Rydberg-Rilz élaient en réalité formées par un
groupe de rijes voisines constituant des doublets ou des 1ri-
plets ou plus généralement des multiplets. Comme nous ne
pouvons faire ici un exposé complet de cette question vrai-
ment compliquée, nous nous bornerons & examiner le spectre
des éléments alcaling ot les raies forment des doublets.

L étude du spectre des alealins a moniré que pour ces #lé-
ments la plupart des termes spectraux du schéma de Rydberg-
Rilz sont dédoublés. D'une facon plus préeise, ls valeur s
de la «ua dité A reste tonjours unigque, mais les valeurs p,
d, f, ¢... sont toules doubles : il v & deux valeurs p; et p, tris
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rapprochées, deux valeurs d, et d. trés voisines etc. Il y a done
lieu de remplacer le tableau (2) par le tabicau suivant :
{1, s) (2, 5) (3,5 (4, s) (5,8) . . ..
2, p) (3, p) 4, p) Gypi} - - -
(2, p2) (3, p.) (t, ) G N
3,d) @, d) G,d) . ...
(3, d,) (4, d,) 5,dy) . ... (D)
(4, f)) (B, iy .« .-
(4, fo) G, f) -
: (5, gy . -
5, g2) -

Les séries optiques usuelles s’obtiennent en combinant des
termes spectranx ol A prend deux valeurs voisines sur la
liste: s, p, 4, f, g... C'est la ragle de sélection déji signaléc.
Mais ici nous en trouvons une autre supplémentaire. Par
excmple, considérons la série diffuse de formule

V== (2! P) - (ﬂ., d’) (5)

et envisageons les raies de cette série pour lesquelles n=3.
A priori, ce groupe de raies pourrait comprendre les 4 raies
suivantes :

(27 P:)“—{&d;)i(2,1);)—“(3,(19)5(2;1)-:)_(33d1)3(2s P‘) —(3,(!.2). (“)

Or Uexpéricnce prouve que la scconsle de ces raies ne se
manifeste jamais dans les conditions usuelles. Clest 13 la
manifestation d’une nouvelle régle de sélection dont nous
donnerons I’énoncé précis aprés avoir introduit la notion de
nombres uantiques dans la définition des termes spectraux
du tableau (4).

3. Inferprétation du schéma de Rydberg-Ritz par la théorie
de Bohr. — 1.a théorie de Bohr ayant donné d’excellents résul-
lats pour Uhydrogéne et 'hélium jonisé, il était fout naturel
de chercher & ’élendre & des atomes plus complexes et natu-
rellement le premier but 4 atteindre dans cette tentative devait
étre l'interprétation du tablean (2) des spectres spectraux
de Rydberg-Ritz.
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Lorsqu’on cherche & étendre la théorie de Bohr 2 des
atomes contenant plus d’'un électron-plandte, on se heurte
A de graves difficultés. Le probléeme dynamique devient com-
pliqué, 'application des régles de quanta devient incertaine.
Cependant I'analogie générale des specires de tous les élé-
ments et I'intervention dans tous de la constante R de Ryd.
berg a conduit & penser que le schéma planétaire si ulile pour
I’atome d’hydrogéne devait pouvoir ¢étre utilisé au moins dans
une certaine mesure pour tous les autres éléments, Pour le
faire, on a commencé par admettre une hypothdse trés gros-
sidre : dans l'atome de rang N, on a considéré N—1 des
électrons-plangtes comme tournani au voisinage du noyau et
formant aulour de Iui une «carcasse élecironique » tandis
que le N° éleciron-planéte dit « électron optique » aurait son
orbite & I'exiéricur de la carcasse électronique. Les passages
de 1'électron oplique d’un état stationnaire & un auire déler-
mineraient le specire optique de I'élément. Grace a4 1'hypo-
thése de la carcasse électronique, on peut admettre approxi-
mativement que l'action du noyau de charge | Ne ot de la
carcasse de charge —(N — 1) ¢ sur I'électron optique est équi-
valente par compensation A 'action d’un centre de charge
-+ e. On est ainsi ramené an probléme de 'atome d’hydro.
géne avec un seul nombre quantique. En deuxitme approxi.
mation, on cherchera avee Sommerfeld & fenir compte de ce
gue la charge du noyau et celle de la carcasse ne se com-
pensent pas exaciement & une unité prés ; la trajectoire de
’éleciron ne sera plus fermée, il faudra introduire un second
nombre quantique k et 1'on pourra ainsi rendre compte du
passage des termes ayant la forme de Balmer aux termes
de la forme (n, A). Sommerfeld a calculé, assez grossiéres
menl il est vrai, les termes (n, A) que Uon obtient de celte
fagon et retrouvé les formules de Rydberg et de Ritz. La ten.
lative théorique de Sommerfeld et «'autres plus élaborées
que l'on trouvera dans les livres sur 'ancienne théorie des
tquanta (') ont conduit & faive correspondre les diverses

(*j Voir en pacticulier Léoo Baoincis @ L'aloree de Bofir, Paris,
Presses universitaires (1931), ch. X1,
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valeurs de A (s, p, d... aux valeurs du nombre guantique
azimudal & de Sommerfcld de Ya facon suivante :

k= 1 2 3 1 5} G
A== s P d f q oo o000 (D)

Leci nous permel déerire ton) 1levme speclyal (n, A) sous
la forme (n, &3 : par exemple le teriwe 12, pros’éerit (2,2).

Comme Te nombre azimulal £ et oujours inférieur ou
égal au nombre total nel ne peut prendre la valenr zéro, on
sexplique pourquoi pour n— 1 la quantilé A ne peut avoir
e la vadear s, paur 0 —=2 elle ne penl avoir que les valeurs
s el p,etes Les particularités du tableau (27 se trouvent ainsi
enlierement expliquées. De plus par des raisonnements basés
sur be principe de correspondance de Bohr, 'ancienne théorie
des quanta a pu wontrer que les seules transitions qui doi-
vent avoir liey effectivermient sant celles pour lesguelles
ohi= + 1. Cesl bien la régle de séleclion que nous avions
sigialée pour e tablean (21 puisquiune variation d'une
unit en plus on en moins pour ki covrespond Capros (71 4
un déplacement d un rang dans la série des valeurs possibles
de &,

4. Les spectres de doublets et le nomble quantique j. --- Les
théories de Bohr of de Sommerfeld, en introduisant les denx
nombres quantiques iet frosont done parvenues & inferpeé-
ter les lermes spectraux (2% du sehéma de Ryvdherg-Rilz;
miis nous avens va que e lablean éait insaffisanl parce
que les termes spechraux qni v figurent comme simples sont
dacix la réadile mulliples. 11 es) nasurel de penser gue, ponr
caracléviser chacun des ermes speelraox mulfiples corres-
pondant & un méme lerme du tablean 2041 food infroduire
ub froisitme nombre guantique. Gest ce que Pon a fait,
déji du temps de Pancienne théorie des quanta, en infrodui-
sant dhume maniére toat & fait empivique & coté des nombres
re el koan proisitme nombre j ;i ce nouvean venu Sommerfeld
a donné alors le nom de «nombre guanlique inlerme » nom
gqui aujonrd hui ne parait plus bien justific.
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Sans exposcr ici comment introduclion du nombre quan-
tique j a permis de classer les multiplels optiques complexes,
nous nous bornerons & étudier & ce point de vue les doublets
des alcalins. Dans ce cas, nous Pavons vu, chaque terme
spectral (n, 4) est cn général double ; ceci veut dire d'aprés
les idées exposées an dernicr paragraphe qu'a une méme
valeur du nombre k& correspondenl pour & au lien d'une
%aieur unique deux valeurs [rés voisines. Ces deux valeurs
voisines de A qui correspondent it une valeur délerminée de
n et de Kk doivent dlre caractérisées par des valeurs différenles
du nombre quanlique j. On a é1é amené ainsi a attribucr aux
deux termes spectraux voising les deux valeurs de j:

Je=k— ey =14 (8)
en posant la notation :

o1 ==1 {9)
donl nous verrons plus lard Patilité, On a admis de plus que
le nombre j ne peut pas prendre de valeurs négatives de sorte
que pour k=1 on a sculement la valeur j=1; ainsi se
trouve expliquée 'unicilé des termes s dans le tableau (4).
La formule (& conduit immdedinlement au tableau suivant
de correspondance entre fes nombres quantiques ket j et
les valeurs de )

k i 2 3 t 5]

H 1) 1 2 3 1

J T T T _3_‘/’5\ .,:"": T (10}
A R P f1 fe o o .

On peul done maintenant rcptes('nier chaque terime spec-
tral du tableau (41 par le svmbole “n. k. j) el Ton obtient,
a In place de (43, le tableau suivant

(L) (L) Bolg) (bhg) (5L g)
(2,2, 0] (3,2,5) (L2 5) (B2 ,)
2,250 (3,2,35) (L,2,05) (5,2 0) -

(3,8, 5) (L33 (3,35 -
(3,3, 2) (43,2 (5,8, 5} - -0
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(4, 4,5) (5 47)
(4,43} (5.4, })
(5 5,%)
(5, 5 7)

Nous avons remarqué que pour les termes spectraux des
alcalins il existe, en dehors de la régle de sélection valable
pour le tableau () (c’est-d-dire 8k = + 1), une autre régle du
méme genre puisque par exemple la deuxidme des 4 raies (6)
nc se produit pas dans les conditions usuelles. Cetle nou-

velle régle s’exprime 2 I'aide du nombre j par {a formule
+1

8 j={ o. Nous avons donc au total les deux régles suivantes:
—1

+1

. S+1

—
Yérifions ces rdgles sur les 4 raies (2p-—3d) données
en {6). Avec nos notations actuclles elles s’écrivent :

2,2,8)—~(3,3.3) (2 2,4)—(3,8,3);
(13)
(2 2.3)— (3, 8,5) 2, 24)—(3,8.).

Pour toutes les quatre, on a 8%k =--1 mais I'une d’entre
elles (2,2, 4) — (38,3, 3} ne satisfait pas 2 la deuxiéme
regle (12). Clest bien celle qui expérimentalement ne se
manifeste pas.

Dans I'ancienne théorie des quanta, le sens du nombre j
est resté inconnu, [les {enfatives faites pour linterpréter
s'étant monlirées insuffisantes. L’hypothése de I'électron
magnétique et tournant d'Uhlenbeck et Goudsmit a révélé
sa vraie signification ef nous le verrons apparaitre tout natu-
rellement dans la théorie de Dirac,




CHAPITRE HI

Les specires de Rayons X
et les théories de Bohr et Sommerfeld

1. La loi de Moseley et 1a théorie de Bohr

N gros les spectres de Rayons X présen-
lent les mémes caractéres généraux que
les spectres optiques. Le principe de
combinaison leur est applicable ; on y
rencontre des séries correspondant &
la combinaison d'un terme spectral
lixe avec un ferme speciral variable;
on y retrouve des régles de sélection.
En premiére approximation, on peut représenter les termes
" spectraux X par l'expression :
. RN

—52— n:1,2 .- (l)

ou R est la constante de Rydberg el N le nombre atomique
du corps simple émetteur. C'est 1a la loi de Moseley. La pré-
sence ici encore de la constante R indique 1'étroile parenté
des spectres Rontgen avee {es speclres optiques.

En réalité, la forme (1) des termes spectraux n’est qu'une
toute premiérc approximation ¢l les véritables termes spec-
tranx X présentent exactement le méme degré de complexité
que les lermes speciraux optiques des alcaling. Les doublets
qu’on rencontre ici ont paru d’abord pouvoir s’expliquer par
la théorie de structure fine de Sommerfeld, mais un examen
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plus altentif & mountré que cette théorie élait insuilisanie ef
tes choses n'ont été finalement remixes en ordre que par la
théorie de Uéleciron magnélique en particulier sous la forme
de Dirac. )

Dans les anciennes idées simples de la théorie de Bohr,
Pémission des Rayons X est fide & une réorganisation de la
carcasse élecironigue. Bohr, nous 'avons vu au dernicr cha-
pilre, considérail I'émission des raies lumincuses comme
due aux passages de I'électron le plus extérieur d'une orbite
stable & une avtre, Pensemble des électrons plus inlérienrs
formant une sorte de carcasse par Uentrelacement de leurs
orbiles. L’émission des Ravons X correspondrait alors anx
modilicalions que peul subir ce sysléme inlerne en passant
d’un élal slable & un autre. Naturellement le caleul exact de
ces dats =fables méme dans 'ancienne théorie <des quanla
est inextricable.

On est parvenu & un caleul approximatif, frés grossier du
reste, de la maniére suivanie. On admel que Tes orbites élec-
troniques de la carcasse sont individuellement caraclérisées
par un ou plusieurs nombres quantiques, ce qui revient en
un cerlain sens i négliger Pinteraction des élecirons en les
considérant séparément. On dit alors que les ¢lectrons pos-
sédant des énergics égales ou presque égales forment une
weouchen ; une couche peat d’ailleurs comprendre  des
orbiles de types différents caraclérisées par des ensembles
différents de nombres quantiques, mais les énergies de ces
orhiles doivent éire teds voisines,

Les caleuls faits pour 'hydrogéne nous indiquent que les
orbiles d'une méme couche doivent ¢tre caraclérisées par un
méme nombre quantique lotal n, L'expérience a révélé dans
les atomes 'existence de couches que Uon a pris Phabitude
de désigner par les lettres conséeutives de U'alphabel K, L,
M. ete. On s’esl rendu compte que pour la couche K on a
n=1, pour la couche L. on a n=—=2, etc.

Ce sont les orbites de la couche K qui ont la plus petite
énergie. D’aprés un principe hien connu, il semblerait donc
qu’ad I'élat normal tous les électrons de I'atome devraieni se
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trouver dans la couche K. L’étude des spectres X eb In prrio-
dicité des propriétés chimiques dans la table de Mendeleelf
prouvent qu'il n'en est certainement pas ainsi, Nous devons
admettre une sorle de «saluration des couches s, o’esl-a-dire
admettre qu’il existe un nombre maximum d’électrons dans
chaque couche. L'examen erilique des renseignements que
I’expéricnce fonrnit & ce sujel a permis d'énoncer la régle
suivanie :

« Le nombre maximum (électrons qui peuvent apparte-
nir 4 la couche définie par le nombre quantique total n est
égal & 21°. »

Nous verronx plus {oin comment on a pu préeiser In répar-
tition des électrons entre les niveaux d'énergie appartenant
a unc méme couche,

Rappelons mainlenant comment MM, Bohr ¢t Kosse! se
sonl représentés Némission des Rayons X Un agent extéricur
(projectile matériel on radiation) arrivant sur nn alome dans
I’état normal peut arracher et projeter au dehors un des élec-
trons de la carcasse, L atome reste alors dans un étal anormal;
il a subsi une sionisation profonde ». Soient alors YW, éner-
gie normale minimmm de atome, W, son énergie apres
Iionisation profonde,

La différence W,

W, a été fournie par Uagent jonisant :
: . 1
nous verrons (u'elle corvespond Tau facleur B prést a la

fréquence limite d’une série spectrale N Lalome présentant
alors wne place libre dang sa careasse, une réorganisalion de
celle-ct va pounoir «¢ produire spontanément car un éleclron
va pouvoir abandonner la place qu'il v occupail au débudt el
venir oceuper la place libre, Naturetlement cetie transforma-
lion ne pourra s’accompliv que si ctle correspond & une dimi-
nulion de I'énergie totale de I'atome el devea s'accompagner
d'un ravonnement qui appartiendra an domaine X,

Bref 'origine des rayons X dans celte coneeption serail le
passage «'un électron d’une certaine couche & une autre de
moindre énergic ol une ionisation préalable a créé une place
vide.
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Aprés la réorganisation de sa carcasse, l'alome se trouve
dans un état d'ionisation moins profonde et posséde une
énergic W, intermédiaire entre W, et W,

Envisageons cc second état ionisé et souvenons-nous que
tous les électrous sont considérés comme semblables: ce
nouvel état sera identique & celui qu’aurait créé I’agent exté-
rieur si, au lieu d’expulser le premier électron, il avait
expulsé le second, celui qui s’est déplacé dans la réorgani-
sation. Donc 'éncrgic W.— W, représente le travail corres-
pondant & l'ionisation moins profonde, La rdgle de Bohr
conduit ainsi A attribuer au rayonnement X émis lors de la
réorganisation la fréquence :

y— -}l— (W, — W)= ;' (W, — W= (W,— W (@)

Dressons Ia liste des énergies W,... de Dalome dans ses
divers étals d’ionisation profondc en en retranchani I’énergie
W, de I'état normal : nous obtenons ce qu’on peut nommer
les niveaux d'énergic dec I'atome comptés & partic de I'élat
normal. En divisant par h, on obtient les termes spectraux \:

W,—W,  W,—W, W, — W,
A ——r e (3)

Les termes speclraux X sont done égaux aux travaux d’io-
nisation divisés par /i. Les fréquences des raies X sonl de la
forme :

ye [ W W W =W, (4)
h h

Les raies d’une méme série correspondent & un méme W,
c’est-d-dire & un méme niveau d’arrivée pour 1’électron lors
de la réorganisation. Le sccond terme de (4) différe pour les
difiérentes raies d'une méme série el tend vers zéro pour les
raies d'ordre élevé: la fréquence des raies quand 1'ordre
s’éleve dans la séric tend vers une limite égale au terme spec-

W —wW, L. .
tral ———— qui caractérise la série.

h
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La loi de Moseley nous apprend que dans la suile des ¢lé-
ments chacun des termes spectraux (3) varie c¢n premiére
et assez grossidre approximation comme le carré du nombre
atomique. Pour reirouver ceite loi avec la théorie de Bohr,
on admet qu'un électron de la carcasse peut étre regardé

comme soumis & un champ central égal 3 (N—z) %' le

terme z,_-.:,' représentant trés grossierement l'action répul-

give des électrons plus rapprochés du noyau. On est ainsi
ramené une fois de plus au cas hydrogénoide et en posant
N/=N -z, on obtient pour les termes spectraux la forme
générale :

Nl! .
R ? {f))

Pour les couches profondes des atomes lourdes, z est petit
et Pon peut confondre N avec N’; on retrouve alors la
forme (1) de la loi de Moseley. Il est bien évident que le
calcul est peu rigourcux : la théorie de Bohr indique plutdt
qu’elle ne démontre la loi e Moscley.

2. Analyse sommaire des spectres X. — Lc premier fait qui
a frappé les spectroscopistes dans le domaine Rontgen est
le suivant : les raics X se divisent en groupes trds ncttement
isolés les uns des autres dans 1’échelle des fréquences ou des
longueurs d’onde. On a d’ahord considéré chacun de ces
groupes de raies comme formant une seule série et 'on a
distingué ces séries par les lcttres consécutives de 'alphabet
4 partir de la letire K : séric K, série L., série M, etc. I.’en-
semble des séries se déplace vers les hautes fréquences quand
on passe d’un élément & un autre plus lourd et & peu prés
comme le carré du nombre atomique N (Moseley), Un exa-
men plus attentil a ensuite montré que les groupes de raies
appelés d’abord série L, séric M, ete. se décomposent en réa-
lité en sous-groupes formant les véritables séries dont les
raies d’ailleurs s’enchevétrent sur les spectrogrammes. TI
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existe donc plusieurs niveaux L, plusicurs niveaux M, etc.
d’énergies légérement différenies. Lc¢ niveau K, lui, est
unique.

L'expéricnce a indiqué qu’il exisle 3 niveaux L, H ni-
veaux M, 7 niveaux N... A chacun de ces niveaux correspond
bien entendu un lerme spectral. On distingue les niveaux et
les termes spectraux associés par des chiffres vomains, les
chiffres les plus bas correspondant aux niveaux les plus pro-
fonds, ¢’est-d-dire anx travaux d’ionisation les plus élevés,

Voici A titre d'exemple le tableau des raies X des séries
K L M pour les éléments [ourds :

‘ PR | Serjes T, Sarles M
[ Termes | Série K
.Y | [ J] | n I ran Mt Myt M | Ay | Ay

| P
]All . ALs
L T

M. - - a1
Mn 3.1 | ?),; '
:\IIU -gl Iezz |

. [,
1\[]\' 4 ) - |$l %y
Al . . ’ %,
i - iy — — —
Ny ] : s r
Ny, ECRLG : !
Cor ) i
N ! I ’ ' , ! ' ' ' Y :
NV B . - .37 Y &
Ny . {'ﬂ %, 3
Nvu - i . I, :
0. I - T -
M R TR | H
¢ F
On . "4 = B
1
0 b - : . . . i
m L e H
v . . *;’? ' . . ‘.
(9 -
Ov . . . o ] ' . :
P, L . T_" '(ﬁ._" . . . .
i
i Pu . R . . i i b )
. - . . . . o0
Pi V8 ! .
:
|
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11 est facile d'interpréter ce tablesu. Le nom de chaque
raic est inscrit au croisement d’une ligne ct d'une colonne :
sa fréquence est la différence du lerme specieal situé en téte
de la colonne ct du lerme spectral placé en Lite de la ligne.
Les raies d'une méme séric se lrouvent ainsi placées dans
une méme colonne.

La séric K unique cst formée d’une suite de doublets :
21—z, 1 — 22, Y1—7Yz... doni U'intervalle va en resserrani.
Tous ces doublets se dilatent quand le nombre alomique
croit et leur éeartementi en fréquence augmenie comme la
4* puissance du nontbre atomique. On appelle cette sorte de
doublets « doublets réguliers» ou «doublels de Sommer-
feld ». La série L a unc structure analogue i cclle de la
série K ; clle aussi est formée de doublets réguliers dont
Pécartement diminue quand on s'éleve dans la séric.

Au conlraire les séries Ly et L, présentent un aspect trés
différent des précédentes. Les raies homologues de ces deux
séries (figurant sur une méme ligne du tableau) forment
des doublels 2 éearlement constant d un bout a antre de Ia
série {n—1, 3 =- 22, vis— G, 1 — 322/, viuo— 35, v — 20, Cet
éearlement constanl est éoal i v ,,—,, el varie comme N’
dans [a série des éléments, Ces donblets <ont encore des o dou-
blets réguliors »

On peut résumer d'une facon générale les lois des spec-
tres X en disant : Les termes speetraux X varient en gros
comme N* (loi de Moseley): la différence de deux fermes
spectraux consécntifs de méme nom (1. M...) dont le premier
a un indice pair, par exemple vy, — ., , varie comime \*
et donne naissance aux doublels réguliers.

Nons compléterons encore ceci en faisant la remarque sui-
vanie : la différence de deux termes spectraux de méme nom
doni le premier a un indice impair, parexemple =+, - v,
varie dans la suite des éléments de  lelle facon que
|9 — [/ reste constant et définit ce que Von womme

un « doublet irrégulier ».
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3. Classification des termes spectraux X. — Le schéma de
Bohr et Kossel conduit & admetire que 1’émission d’une
série spectrale X est consécutive A une ionisation profonde
de I’atome. Si cette ionisation fait passer I'énergie de 1'atome
de sa valeur normale W, & la valeur W,, le terme spectral

W,

h
que orbile électronique puisse tre quantifiée séparément ;
on peut alors présumer que la quantificalion introdaira trois
nombres gquantiques, n, k, j comme pour les spectres opti-
ques, L’ionisalion profonde A laquelle correspond 1’énergie
W, peut alors étre repérée par le symbole (n, &, j) formé avec
les trois nombres quantiques qui définissent D'orbite par-
courue, avant 'ionisation, par l’électron expulsé, De li ré-
sulte que nous devons pouvoir faire correspondre chaque
terme speciral X & 1'un des symboles (n, k%, j) déji rencon-
trés dans les spectres optiques. Or 1’étude des séries X montre
qu’elles ont tout % fail la méme structure que les specires
des alcalins de sorte qu’il doil exister une correspondance
univoque entre les termes spectraux X et les termes spee-
traux des alealing (tableaw (IT) du chapitre précédent). Voici
cette correspondance :

caractéristique de la série es) . Admettons que cha-

(1.1.4) =X
{s
)t (A= (L) =N (it )=on (51d)=r
L 25 3s 1s 'M Hs
2,2 Lj=Lu (4,2} (£.2,41=Nu (5.2,4)=0u (6,24 }=Pn
2y ‘1p1 ip 5m 6m
(2’2’%)_-] m (: 2,5 -. )‘" Mm (4.2.7) =Nt (5-‘.’..%):0nl (ln_‘%) == Py
2 32 4 pe B 6 py
(3.3.2)=Miv (4,35 )=Niv (5.3, 3 )=y (6)
3d, 4d, 3d,
(8.3-;)=Mv (4,3, Tl=Ny (332 )=0v
3dy 1 dy 5d,
(-1,4.--,_,—)?1\'\'[
4/
(4,4, 7)== Nvut

4 fy
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On remarquera sur cc tableau que édification des couches
O et P n’est pas achevée méme pour les alomes lourds fante
d’électrons.

Guidés par l'analogic oplique, nous voyons maintenant
que la série K a pour formule specirale (1, s)—(n, p): c'est
donec une premiére série principale [ormée comme cclle des
alcalins de doublets qui vonl en se resserrant, La série L
est une « seconde série principale » de formute (2, s)—(n, p)
et de structure analogue. L'analogic des sérics K el L, se

- trouve ainsi inlerprétée,

A notre point de vue actuel, les séries [, el sedécom-
posent en deux ensembles de raies. Le premicr ensemble est
formé par les doublets régulicrs & écarlement constant ct A
composantes simples n—1, ~. — 3%, yo— 3, 7" — % el est
Vanalogue de la série droite (2, p)—(n, ) des alealing, fe
second ensemble de¢ raies forme une <érie diffuse de formule
(2, p;—in,dy et renferme les raies les plus inlenses du
groupe L ; elles forment des doublets & écartemient constant
mais qui présenlenl une structure fine due A fa complexité
des lermes . On peut d'aillcurs sur le tableau des raies X
donné plus haul vérifier comme pour les spectres optiques

NG

les régles de sélection o h=-+1,5j= e Le classe-

ment des raies X par analogic avee les spectres de doublets
des alcaling, classement qui «’étend aux séries M et N, fournit
un schéma parfailement clair et cohérent et parait imposer
Ia répartition des nombres quantiques enlre niveaux donnée

par le tableau (6).

4. Interprétation théorique. Formule de structure line de
Sommerfeld. — Voyvons maintenant comment on a cherché
a rendre compte de I'allure des termes speciraux X dans I’an-
cicune théorie des quania. L'image la plus ancienne et [a
plus simplisle a consisté & regarder Untome de nombre ato-
mique N comme contenant N éleetrons-plandétes tournant sur
des othites civeulaives coplanaires et coneenlvigues (cercle K,
cercle L, ete.}. Pour tenir rompte grossidrement de I'aclion
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muluelle des électrons, on supposait qu’ecllc pouvait se tra-
duire par un simple ctfet d’écran ayant pour couséquence une

diminution apparente de la charge du noyau. Ainsi un élec-
. . - . e’ )
tron K scrait soumis & une force (N —k) e s un électron L

b4
a une force (N—I{) g—g ete., k, {... étant appelés « nombres

d’écran ». Les calculs valables pour l'atome d’hydrogéne
peuvent alors s’appliquer ici sans difficultés ct 'on trouve
les termes speciraux : '
—RE{(N—k)? —RAN =)

¢'est-i-dire & peu prés la loi de Moseley. Cette premiére théo-
rie approximative est manifestement insuffisante pour beau-
coup de raisons et ¢n parliculier parce qu’clle prévoit seule-
ment un niveau L, un niveau M, elc,

Lour expliquer la mulliplicité des niveaux par couches,
Sommerfeld a introduitl ici encore la dynamique de Relati-
vité en considérant toutes les orbites circulaires ou ellipti-
ques. Nous avons vu que par cc procédé il avait {trouvé pour
I’atome de rang N ionisé (N —1) fois les lermes spectranx :

E,, RN?| ., #*N'/n 3
4

h — nt n

.. (7)

(8)

ol z ost la conslante de strueture fine et k le nombre quan-
" tique azimuial tel quel § <7k < n. Si I'on admet qu’on peut
grossigremenl représenier la vépulzion mutuelle des élec-
frons par un nombre d’écran, le terme speetral X caractérisé
par les nombres quantiques noel & est donné par

k1

Z,. étant le nombre d’écran relatif d la trajectoire caractéri-
sée par n et k. Comme pour une valeur donnée de n le
nombre & peut prendre n valeurs distinetes, ta formule (93
fait prévoir 1 niveau K, 2 niveanx L, 3 niveaux M. 4 niveanx

?

l‘_;""—.__]{..(;\:___—ﬁ)_?IIJ—q‘!('\'_\hz"")?(n 3)] ()

o nt n

N, cte. ce qui est, nous Vavons vu au paragraphe précédent,,
! : yrag

B e S Y

N DNt TR
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encore insuffisant. La théorie de Sommecrfeld, plus com-
pléte que la théorie primitive, esl done encore trop élroite
parce qu’elle n’introduit pas le nombre quantique ;.

Néanmoins, malgré son insuffisance évidente, la théorie
de Sommerfeld a paru remporter un trés grand succés par
I’explication quantilative des doublets réguliers. Prenovns
pour exemples les doublets réguliers des séries L. s pro-
vienneni de la combinaison d’un méme (crme M, N, etc.
avec les termes L et Lm respectivement.

Les deux raies du doublet ont done des fréquences de la
forme v, — ¥ ¢t v, — vy leur différence de fréguence
8v, ou écartement du doublet est vy, — vp, . Dans sa théorie,
Sommerfcld laissait de ¢dH1é comme l)rothrement inexpli-
qué le niveaun L et il altribuait aux niveaux L el L = les
nombres quanliques n==23, k=1 et n=—=2, i —2 respective-
ment. La formule (99 1ui donnait done (')

AN —21)" ('1 ") _ ='me’

2 2

= S (N—z.)
(10)
L'écartement des doublels L doit done varier comme
(N—z,)* et c¢'est bien sensiblement la loi expérimentale
car pour les alomes p'i% trop tégers 7. doit étre petit devani
N. Si Pon pose N —=1, =10, on retombe sur I'écartement
Av, des doublets de la s(ne de Balmer [formule 1431 du
chapitre 1]. On a donc :

0‘!1 = YLu— YL — R

=0 (N—z.) (11}

La formule (11} est bien vérifiée numdériquement par 1'ex-
péricace & condilion de poser z, — 3.5, ce qui exl une hypo-
thése raisonnable. Les doul)lelq des sérics M el N sont qussi
bicn prévus numériquement par applicalion de la formule
(9%, Cetie prévision exaete des doublels réguliers a paru fout
d abord un trés grand succés de la théorie de struciure fine
de Sommerfeld, mais ensuite est apparue une grave objee-
fion que nous allons exposer.

() En confondant z,, ¢t 2., el les posanl lous deux dganx A -
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5. Insuffisance de la théorie de la structure fine de Som-
merfeld. — La ihéorie de Sommericld en introduisant scule-
ment les deux nombres gquantiques n et & ne nous donne pas
assez de niveaux pour les spectres X, Il nous faut introduire
le troisitme nombre j et I'analogie oplique nous contraint a
répartir les nombres quantiques enlre les niveaux de la
manitre indiquée par le tablean (6). Mais alors se présenie
une difftcullé insurmonlable pour la 1héorie de Sommer-
feld. D'aprés le tableau {61, les niveaux 1 el Ly, ont co
effer les symboles (2,2, 1) et (2.2, ¥}; ils ont donc [c méme
nombre k égal & 2 et different par leur nombre j- Mais ceci
ruine 'interprétation des doublels réguliers L par la for-
mule (9} lelle que Sommerfeld I’a donnée car celle-ci sup-
pose essentiellement que les nombres b de L, et de Ly, dif-
férent d'une unité, On a done pu croire, ce qui éait dailleurs
assez surprenant. que le sueees de la théorie de Sommerfeld
était purcment fortnit. Le développement des Théories plus
récenles et en particulier de celle qui va faire I'objet de ce
livre o montré depuis que ce caraclére fortuit n'éait qu’ap-
parent. (est hien Pintroduction de 1a Relativité qui permet
Vinterprétation correcte des donblels végulicrs, mais & con-
dition d’introduire en méme temps le caractére magnélique
de 'électron et c’est I'absence de ce dernier élément dans
la théorie de Sommerfeld qui causait sa faiblesse.

Nous venons de le voir, U'dlude allentive des speclres N
.monlre Uinsuffisance de Ta théorie de structure fine de Som-
merfeld. Mais méme dans le cas simple de Uhydrogéne, 'exa-
men approfondi des doublels de la série de Balmer a montré
que ces doublets n'étaicnt pas correctement inlerprélés par
eelte théorie. Considérons la rate - de la série de Balmer !
elle provient du passage d’un état stationnaire pour lequel
n=23 3 un état stationnaire pour lequel n=—2. Celle raic
est en réalité multiple ct, si nous utilisons un mode de repré-
sentation des niveaux bien connu anjourd’hui, Ia théorie
de Sommerfeld nous donne pour la structure fine de cette
raic le schéma suivant:

L e e el e e ek e e
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k=3
n=3§ k-2
A=
2 3
1
k=2 y
n=2
A=1
Fis. 2

En appliquant la regle de sélection 8k= + 1,, on prévait
les trois raics indiquées dans la structure fine de II . Le
doublet de Sommerfeld cst formé par la raic 1 et 'cnsemble
des 2 raies de [réquences trés voisines 2 ¢t 3 généralement
indiscernables.

Avec le sehéma i trois nombres quantiques n, k, j, on pré-
voit la structure fine suivante :

ﬁ‘r

w
fouta
.I\ A

n-3

N
N
—
NNkl |

k=1, 7=

1

t--
i
nje
-
3

k-2

n-2

S
D=

K, o1 Y
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Les régles de sélection 8h== + 1 et 8j===(}, + 1 autoriscnt
les sept raics marquées sur la figure. Mais pour des raisons
qui apparaitront plus tard, on doit pour I’hvdrogéne avec
les théories nouvelles de I'électron magnétique considérer
comme confondus les niveaux ayant le méme j et des k dif-
férenis. On a donc le schéma simplifi¢ suivant

k.3

5
?
-3¢ .3,
2,
%ﬁ%ﬁ }

N

kzzbz;% 1

k=23 \ Y
LSS A

=2

i, 4

Il <toit donc y avoir 3 composantes dans la structure fine
de 11 1andis que Sommerfeld n’en prévoyait que 3. Or I'étude
soignée de cetle struclure fine a permis d’aflirmer qu'elle
comporte plus de 3 raies confirmant ainsi le nouvean schéma
et non celut de Sommerfeld. L’éude des doublets de Het a
permis de confirmer cette conelusion.,

Ainsi méme ponr Phyvdrogéne et 1'"hélium ionisé, la théo-
rie de Sommerfeld en derniére analyse a échoué, du moins
sous sa forme primitive,

6. Répartition des électrons entre les niveaux; régle de
Stener. — Nans un atome lourd, les divers élecirons se répar-
tissent, nous 1'avons dit, en un cerlain norabre de couches
K. L, etc. Ces couches se décomposent elles-mémes en sous-
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couches ou niveaux : ainsi la couche L comprend les niveaux
L ' Lu ct LII[ N

Nous avons vu que chaque couche ne peut pas posséder
plus d’un certain nombre d’électrons; nous avons parlé
d’une saturation des couches. I est bien naturcel de penser
gu’il existe une saturation des niveaux. En s’aidant des pro-
priétés chimiques des éléments et des caracléres de leurs
spectres optiques et Réntgen, divers auteurs (Bohr, Main
Smith, Dauvillier et L. de Broglie, etc.) sont parvenus a
étadier la répartition des électrons entre niveaux pour les
divers éléments. On est ainsi arrivé 3 présumer quel ¢ait
le nombre maximum d’électrons que chaque niveau peut
avoir. M. Sioner a énoncer 2 ce sujet une régle qui est aujour-
d’hui généralement adoptée: « Le nivean ecuquel correspond le
symbole (n, k, j) contient au mazimum 2j-4-1 électrons. »

La régle de Stoner permet de calculer le nombre maximum
des électrons appartenant & la couche définic par une valeur
donnée du nombre quantique total n.

En elfet, comme, pour une valeur donnée de k, j prend

1 .
les valeurs k—1_—_|_—§, les niveaux

(n, k. k _~l) ot ({u. K, k— ;)

=

possédent au maximum

2(k—— %)Jr i —1—2(k—g)+‘1:‘)(2k——1)

électrons et I'ensemble de la couche n en posséde au maxi-
mum :
n

2Y, @k—1)=2[n(a+1) —n}=2n’ (12)

i

(est bien la loi déja signalée au paragraphe 1.



CHAPITRE IV

Les anomalies magnétiques
et I'hypothése de 1’électron tournant

1. Les anomalies gyromagnétiques

ES considérations éleciromagnétiques
simples permettent d’élablir une rela-
tton géndérale enire le moment magné-

tique AT produil par le déplacement
d’unc charge sous acltion «'une foree
centrale el le moment de rotation cons-

—_—

lant M correspondant i ce mouvement.

Considérons une lrajecloire plane fermée parcourue par
un corpuscule de masse
m. et de charge ¢lectri-
que & sous ’action d'une
force centrale ().
D’aprés le théoreme «des
aires, le moment de rota-
tion M= m,vrsina oest
conslant, g

Si d@ est Vaire ba- Fic. &
layée par le ravon veetenr pendant le temps ot on ac:

MM_vd£
aire MOM'=+ r vdtsm o

(1} Nous désignons la masse du corpuscule par m, au lieu de m
pour éviler plus 1ein la confusion de cette masse avec le nombre
quantique m el panr préparer le passage aux équalions relativistes.
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2r

1 . 1
d@=xzr.vdtsinz=_ - Mdi (1)
2 2m,
Puisque M est une constante d'aprés le théoréme des aires,

on {rouve en intégrant pour unc période T du monvement :

. M T

A ==
2m,

(2)

ol €L est Pairve lotale entourée par la trajectoire.

D’aulre part le mouvemenl de la charge ¢ est équivalent
a Dexistence d’un courant i. Ce courant est pav délinition
égal 3 la quantité d’électricité qui passe par seconde 2 (ra-
vers une aire unité normale a {a lrajecloire, Comme il passc
la charge e pendant le temps T, on a:

i=

(3)

3l o

en supposant € exprimée en unilés flectromagnéliques, De
(2) et de (3), on tire:

. Me
i=,-— )
2m,Q
Au poinl de vue magnélique, ce couranl esl équivalent &
un feuillet de puissance i et de surface L. Le momenl magné-
tique M de ce feuillet esi :

m——-iél:‘;‘-- : ('-’)

s

Celle relation est valable en grandeur et direction pour les

-
veeteurs M et M; d’ol
=, ()

On peut démontrer d'une fagcon plus générale que si l'on
considére un ensemble de corpuscules de méme masse m et
de mme charge ¢ formant un systéme dans un état station-
naire, la relation (8) est encore valable entre le moment

|
|
4
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—
magnétique total L dit au mouvement de ces charges et le
—>
moment de rolation lotal M constant du systeme ('),
IY’aprés la théorie de Bohr, les atomes sont des ensembles
d’électrons en mouvemeni stationnaire. On peut donc appli-

quer aux atomes les relation (6) & condition de poser
e . e .
e=~—_— ole est la charge positive nnité exprimée comme

d’habilude en unités électro-staliques, On a donc pour lex
atomes la formule :

>
m e A P =y 2
_\*I-— e S {m, masse de 'éleetron) (M%)

Celte formule fondamentale conduit & Uidée du « magné-
ton de Bohrw, In eifet Panciennc théoric des «uanta posc
toujours Je moinent {otal de guantité de mouvement pour

s . , hoo
un atome égal & un mulliple entier de — d’on:

2=
h e eh .
M=n —- =n, -—-- {(n entier) (8)
ZT am,e i= ¢ positit on
. négatif

L¢c moment magnétique de 'atome serait donc toujours
un multiple entier d’une cerlaine unité dite « magnéton de
Bohr» ct égale & :

__ch
" dwmm, e

)

[’expéricnce bien vonnue de Stern et Gerlach a mis en
évidence V'existence réelle du magnéton de Bolr,

{1 La démonstration est due & Einstein. Voir Je rapport de
M. pe Hass dans Afomes el Electrons (Rapporls (e Consedl de Phy-
sique Solvay de 1821, Gaothier-Villars éd., Paris, 1923).

(*) Celle formule eccst vraie qvee son signe sous les condilions sui-
vanles : on prend un systéme d’aves dircels et Von définit les moments
de felle sorte que le moment de rotation d'un corpuscule tournant
autour de I'axe des ¢ dans le sens direct (inverse des aiguilles d'une
montre) soit dirigé dans lc sens positif des oz,
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La relation 17} ne s’est cependant pag véritiée d'une facon
générale et compldle. On a recherché si en soumcttant un
barrcau magnétique & un champ magnétique ce barreau se
mellait en rotation @ la théorie indirue en effet que e barrean
doil prendre un mouvement de rotation tel que le rapport
de son momenl magnélique & son moment de rolation =oil
donné par la relalion (7). Le phénoméne cxiste bien (expé-
ricnee de Einstein el de Haas) mais le rapport ('—:‘F) HT

N

. . C . e 1
frouve épal 8 — au licu de _——-! Barnetl a trouvé le méme
m,e Im, e

rapport anermal en élndiant ke phénomene inverse (créa-
tion d’un momenl magnélique par rotation d’un barreau).
i1y a la une difficulté grave qui a conduit, nous le verrons,
d concevoir lidée du magndtisme propre de Uélectron,

2. L’efiet Zeeman normal. — Une aulre difficulté qui a
suggéré 'hiypothése de Uélectron magnélique, ¢'est enis-
tenee des anomalies e 'effet Zeeman,

Rappelons d'abord brigvement la théorie classique de 1ef-
{fet Zeeman vormal donnée nagudre par Lorentz. Consiclé-
rons [e mouvement d'un corpuscule de masse m, et de charge
¢ dans un champ magnéique uniforme H. Le corpuscule
subit une force égale & :

P o (10}

- >
v 1

¢

.

Sie. J. Larmor a démonlré un trés inléressant et céléhre
théortme sur le mouvement qui en résulle: « Si Uon con-
sidére un systéme de référence qui tourne antour de la diree-
tion du champ magnétique uniforme avee la vitesse angulaire
constante :

sH ,
o=—=—1 " {zenu. e, s) {(11)
Smye
le mouvement du corpuscale dans ce svsttme de référence
est ccelui qu’il aurail dans un systtme de réiérence fixe en
I'absence du champ magnfiique, les autres forces restant

les mémes. »
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Appliquons ceci & un électron inlra-atomique animé d'un

mouvemen! périodique de fréquence v. 8i 'on crée un champ

magnélique uniforme, le méme mouvement pourra étre exé-

cuté par I'élecirou dans le sysiéme de réf¢rence tourmant avee
, . . , 0

Ta vitessc de précession de Larmor (117, Lo fréquence 5, COr-

respondant & celte précession s’ajoulera ou se relranchera de
la fréquence v du mouvement de Pélectron suivant Porienta-
tion relative du chanp wmagnétique et de Uorbite. Tlen résulte
qu’un corps matéricl qui en I'absence de champ magnétique
émet une radialion de fréquence v, devra en présence du
champ magnélique uniforme II émettre aussi les fréquences
e ]—I b v~ i (’”. Fie serrant de plus prés la
iz m, ¢ Iz m, e

théorie, on voit aisément qu’en observant & angle droit du

u-}-

champ magnéligne on doit voir une raie de fréquence v
vibranl dans le sens du champ et Jes deax raies de fréquences
1 ¢l
4= m

.

vibrants 3 angle droil tandis qu’en observant
n

dans le sens du champ on doit seulement voir les deux der-
ni¢res raics avee des vibralions circulaires de sens inverse.
Ceci constitue I'effel Zeeman normal qui a en effet été observé
dans un certain nombre de eas et donl Ta décomverte, il v a
urte trentaine dannées, A paru consliluer une éclatante véri-
fication des conveptions flevtroninues de Lorentz.
L'ancienne théorie des quanta n’a rien introduil d’essen-
liellemenl nouveau quant i la prévision de I'effel Zeeman.
Soit un ¢lectron dans une atome i Pélat stable en absence
de champ magnétinne extérienr ; désienons par W, I'énergie
de cet électron et par M le moment magnétique de son
orbite en admetlant que nons ayons le droil de considérer
ainsi isolément un des électrons de T'atome. Fn présence d’'un
champ magnéique extéricnr nniforme H, énergie de Por-
hite électronique sera
— -
Wi W — (ML ID (1:2)
on, en vertu de i61:
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Wy =WV € .
== "+m(' . H) (13)
—

Nous devons pour former (M. H) considérer la composante
—
de M le long du champ el cette composante doit étre un
mulliple de 2’-" d’aprés 'ancienne Lhéorie des quanta (7).
1

[.a formule (13) devient done :
‘ e hll
Wy=W,4+nmn—— 4
H vt dwm, ¢ (14)
m esl un nombre quanfique que 'on nomme le « nombre
quaniique magnélique ».

Considérons alors la raie (fue au passage de ’électron de
I'étal stable d’énergie W, & un état stable d’énergic moindre
W/, En I’ahsence de champ extéricur, cette raic aura la
iréquence :

__ W, — W/

S h ( I' '—))

In présence du champ uniforme H, elle devient en vertu

de (147
. v

— Wy —};_2 H vy (— ) el
ou {m—m') peul prendre toutes les valeurs entidres posi-
tives ou négatives, y compris zéro. Pour retrouver l'effet
Zeemman normal, Uancienne théorie des quanta guidée par
le principe de correspondance admetiait la régle de sélec-
tion Am=0, + 1. Elle relombail alurs cxactement sur les
conclusions de la théorie classique et cela parce que dans la
combinaison des formules (14) et (15) la constante k s’¢li-
minait.

(16)

Ammye

3. Anomalies de Peffet Zeeman; facteur de Landé. — l.a
théorie de Telfet Zeeman normal donnée au paragraphe pré-

1 Voir Léon Bravromy : L'dtome de Bobeo ddéjh cité po 167,
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cédent ne se vérifie que dans un petit nombre de cas. La
plupart des effets Zeeman sont anormaux. Nous nous con-
tenterons de décrire l'effet Zeeman anomal des éléments
alcalins car c'est le plus simple et c’est aussi le seul dont
la théorie de Dirac, impuissante jusqu’ici & fenir compte de
I'interaction des électrons, ait pu rendre compte.

L effel Zecman des alcalins est soumis aux régles générales
suivantes :

a) Les raies homologues des divers éléments alcaling pré-
sentent lc méme effet Zeenan ;

b) Les raies 'une méme série spectrale présentent la méme
décomposition (Régle de Preston};

¢) Les raics déplacées par l'action du champ magnétique
forment toujours par rapporl A la raie primitive unc figure
symétrique en fréquences ef polarizations comme ['effel
normal ;

d) Lintervalle spectral (différence de fréquence) entre
unc raie déplacée et la raic primitlive est loujours égal au
produit 4le Vintervalle normal de Lorentz par une fraction
simple {Régle de Runge).

Ainsi pour une certaine raie, les composanies déplacées
de P'effel Zeeman sont toujours dans U'échelle des fréquences
3 des distances de la raie primitive données par 'expression
s el . . - .
- lt-;t_.( ol v est un entier caractéristique de Ia raie
en question (dénominaleur de Runge) of ot s prend un cer-
tain nombre de valeurs entidres, nombre qui délermine la
mulliplicité de la raie décomposée.

La regle (d) de Runge peat dtre interprétée de la lfagon

suivimie. Daprés te principe de combinaison, la décompo-
sition «"une raie teaduit Ta décomposition des termes spec-
traux. On est done conduil & penser que chaque lerme spec-
tral doil avoir son dénominatcur de Runge. Soienl r, et r, les
dénominateurs de deux termes spectraux ; la régle de Runge
pourra s’énoncer en disant que sous Peffet du chamyp magné-
lique ces termes sont modifiés respectivement des quantités
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( q. . .
r'{'l Bt Loy, el g, étant des nombres entiers et Av,,
5 -

1 2

- el .
désignant l'intervalle normal de Lorentz ,— . La raie due

dzm,e
a la combinaison des lermes considérés subii en eifet le dé-
placement spectral ;

(i’l- — "h) -\"1|=q'{ e Tty 1 (L7)

2 LY
. s . 8 8
et ceci peut s'éerire sous la forme , Avy; nous relombons

bien sur Uénoncé d de la régle de Runge.

La manitre dont les lermes speetraux se décomposent en
présence d’un champ magnétique a 61é précisée par M. Landé
qui a beaucoup conlribué 4 débrouiller les effet Zecman
anornuux. I a énoneé les régles suivanies :

t” Chaque 1erme spectral de sxmbole in, 1 j} (en em-
ployant la nolation / ==k —1) sc décompose dans un champ
magnélique faible en 2 j4-1 termes caraclérisés par les nom-
hres quanliques magnétiques demi-enliers . — j, —(j—T11...
+G—=1, --i;

2% En prenand pour unilé Uintervalle normal RALE

Iz my, ¢
Lorentz, {es éearts en fréquence des termes décomposés par
rapport au lerme primitif sont donnés par le lableau suivant:

o i [

Fermes s :n,lb, s | | 1

e ' 1 oy

Fermes p :n,l, N l Vo

e M 3 fi il 2 t i

Fermes p, 0,1, N . - {18y

e : o 41 T u - o

Permes dy n, 200 — L — - S

s . YL 5 “ ] o] . u 15

Termes d, ln2, 7 | — - — — N
Tl -

" 5H 0 o . B . 5

Ce tableau montre que les dénominaleurs de Runge sont
égaux & 1 pour les lermes s, & 3 pour les lermes p, & 5 pour
les lermes o, cte, Dune facon générale, le dénominaleur de
Runge pour le terme (r, 1 j3 et 27-1 1

3" Dans les transitions qui donnent naissanee anux raies
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observables, le nombre quantique magnétique ne peut varier
que de —1, 0 ou 1. Pour Am= 11, la raic émise, si elle
est observée & angle droit du champ, vibre rectilignement
dans la direction normale au champ ; pour Am={, observée
dans les mémes conditions, elle vibre parallklement au
champ.

Le nombre magnétique m ayant les valeurs données par
la régle 1, Landé a écrit les écarts inscrits dans le fableau (18)
sous la forme mg ol g esl un nombre, le facteur de Landé,
gui possede les valeurs suivantes:

. i 3 5 7
l ‘,J""_.:'-;s - .-E ...... .T! ...... T .....
I
s 0 . 2
2 4
p 1 .. 3 5
6
d 2 ...... e + (19
fo3 < ..., 5

On peut résumer le tableau (19) par la formule :

Jtr 24t
g~ ET}—?—-—; 2_l:f— i
Telle est 1o valeur du facteur de Landé pour le terme (n,
. {, 1) d’'un acalin.

- Le terme spectral de 'alome alcalin qui avait, en I’absence
de champ, la valeor (n, 1, j), peut prendre en présence du
champ uniforme H les 2j 41 valeurs :

20y

(m, 1y Da=(s & Do|-mg (21)

=Mt
g ayant la valeur (20) et m pouvant prendre 1'une quel-
conque des valeurs demi-entidres compriscs entre —j et

+i (.

(*y La vkgle (b) de Preston s’explique en remarquant que la décom-
position Zeeman est toujours indépendante du nombre total n ; or,
¢'est seulement ce nombre qui varie quand on passe d'une raie A
Y'autre dans la méme série.
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L'ancienne théorie des quantla est tout aussi incapable
que la théoric classique d'expliquer Dintervention du fac-
leur g. Nous verrons (u'ici la Mécanique ondulatloire n’est
pas plus hedreuse. C'est sculement Diatroduction du magné-
lisme de ’électron qui explique Uorigine du facteur g dont
la théorie de Dirac nous permelira de prévoir la forme cor-
rectement el sans objections,

La formule (21) n’est valable que pour un champ magué-
tique faible. Mais que fanl-il an jusle entendre par 12? Nous
dirons qu'un champ magnétique produisant une décompo-
sition Zeeman anomale «Cun doublet alcalin est faible si le
déplacement des termes spectraux que la présence de ce
champ magnélique produil est pelit devant 'écartement des
composantes du doublet  en T'absence de champ. D'apres
cette définition un méme champ magnétique pourra se com-
porter comme fort on faible suivant les cas. Quand le champ
est Taible au sens qui vienl d’étre précisé, 1a formule 215
est applicable. Quand il ne peal ére considéré comme faible,
on a un phénomene plus compliqué qui obéit i une loi énon-
cée par Voigt sur laquelle nous n'ingisterons pas ici. Mais
si le champ est trés forl, ¢'est-d-dire si le déplacement Zee-
man qu'il produit est grand devant 'écartement normal «u
doublet, on oMient de nouveau un phénomene simple, 'elict
Paschen-Bach : on observe alors la décomposilion Zeeman
normale cenjrée sur le eendre de gravité des denx compo-
sanles du doublet primitif.

4. Hypothése de I’électron magnétique et tournant. — Si
Uon considere les lois de Peffel Zeeman anomal et si on
les compare i la théorie classique de Lorentz, on s’apergoit
que pour les retrouver, il faudrait pouvoir poser, & la place
de la relalion (77, la relation :

M 0

=g — 293,
Y] 'l‘_’.m,,r' (22)

s

Ceci nous conduil done & penser qu’il exisfe dans [a
matitre des momenis de rolalion ¢f «es momerds magné-

S AR A

5
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tiques qui ne sont pas reliés par la relation (7). Les ano-
malies de l'cfiet gyromagnétique signalées 3 la {in du para-
graphe 1 suggérent la méme conclusion. On ne peat done
pas supposer (ue lout le magndélisme de 'atome provient de
circulations ’électrons congus comme des charges ponc-
tuclles. L’idée peul alors se présenter & espril d attribuer
3 Délectron luisméme un moment magnéligque propre ¢t un
moment de rolation propre qui xoient liés 'un 3 Pautre par
unc relation différente e la relation (7). C'esl cetle idée
qu’ont misc en avanl d'une mani¢re ingénieuse MM, Uhlen-
beck ¢t Goudsmit avant méme le développement de la nou-
velle mécanique.

Se faisant de Pélectron une image du type classique
MM, Uhlenbeck et Goudsmit Uont assimilé 3 une sphdree
d’électricilé en rotafion autour d'un de scx diametres qui
posséderatt wn moment de rolation M = 5} ‘)ﬁ: et un moment
el

de
4 = mye

magnétique égal i un magnélon de Bohr M =

sorte que I'on ait pour l i ) la valeur —— révélée par

M meye
expéricnces <de Fingiein et de Haas. Le rapport %T[E'.(‘tant
atnsi pour 1'électron le double du rapport normal (7), on
peut parler du « double magnétisme » de 1'électron, Aprés
le suceds de Ubypothdse de MM, Ulklenbeck et Gondsmit,
diverses tentalives ont été failes pour obtenir un modele elas-
sique d’¢lectron lournanl mais ces teniatives ont perdu au-
Jourd’hui beaucoup de leur intérét deputs que le développe-
ment de la nouvelle Mécanique esl venu nous interdive de
considérer 1'éleclron cornme un petit corps bicn localisé dans
Pespace.

L'hivpothése de électron magnéligue o towrant a per-
mis dés «on apparition dentrevoir la solution des difficultés
que nous avons énumérées. Prenons d'abord da question des
doublets régulicrs de Ravons X0 MM. Uhlenbeck et Goudsmit
admellaient que 'axe magnétique de Pélectron éail 1oujours
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normal au plan de sa trajecloire. Comme il reste deux sens
possibles pour le vecteur momeut de rotation propre (sou-
ven( appelé vecteur «spin»), a chaque trajectoire de nom-
bres guantiques n et k& correspondent deux possibilités; on
comprend alors la nécessilé pour achever la détermination
quantique de la trajectoire stable d’introduire un nouveau
nombre j susceptible de prendre deux valeurs distincles,
pour n et &k donnés. Le moment lotal de rotation étant la
somme du moment de rotation de V’électron sur son orbile

. 5. R . 1 h )
égal & & 5 ot du spin =+ 5 5. On peut écrire
1\ h
lewl - (k i _2" ) 2_“ (23)

. . 1 . -
on scrait tenté de poser j=— % 4+ 5. Mais nous verrons bicn-

Wt que la nouvelle Mécanique conduit & remplacer & par
I=Fk--1; on congoit donc que la vraie formule rcliant j & k
soit la formule déjd signalée

j:--fs‘——I:f:‘—::(-hE (21)

L.e nombre j apparait done comme exprirmant le moment
. . h . .
total de rotation en unités 3 Avec les idées classiques le

petit aimant formé par 'électron se déplace dans Ie champ
{loulombien ou guasi-Coulombien du noyaun ct de la car-
casse. Toul se passe alors comme si le petit aimant était
soumis au champ magnétique :

H= — —|v:h (25}

— i (= —>I
|
%
I étant le champ Conlombien. La formule (24} donne 1'ac-
tion d'un champ électrostatique sur un podle magnétique en

-_—
moavement avec la vitesse ». Le champ H étant perpendi-
culaire & I'orhite plane décrite par le petit aimant électro-
nique dans le champ Coulombien, I’énergie polentielle de ce

petit aimant dans le champ H est :
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U=+ MH (26)
ou IN est égal & un magnéton de Bohr suivant U'hypothése
d’Uhlenbeck et Goudsmit et ol I'on devra prendre le signe -
ou e signe — suivant le sens dq moment N aormal i la tra-
jectoire par rapport au sens de description de celle-ci. Par
suite de lexislence de 'énergie polenlictle (23), chaque
niveau (7, &) de la théorie de Sommerfeld va se décomposer
en deux niveaux (n, %, j). Des caleuls faits par Uhlenbeck
et Goudsmit, puis repris et perfeclionnés par Thomas el Fren.
kel, en se servant toujours de 'ancienne théorie des quania
permettent de retrouver une loi en N* pour les doublets pro-
venant de termes speeiraux doni e nombre j differc d’une
unité el font ainsi disparailee Ia difliculié rencontrée par la
théorie primitive de Sommerfeld (voir paragr. 5 du dernier
chapitre). Mas ces calculs pritent & des ohjections el ne par-
viennent & de bons résnitals que moyennant des hypothéses
artificielles telles par exemple que la substitution du nombre
quantique I au nombre quantique %, substitution non justi-
fiée quand on emploie 'ancienne théorie des quanta. 11 cst
aujourd’hui certain que on ne peat pas traifer les problémcs
intra-atomiques par les mélhodes de la Mécanigue ancienne
et que 'on doit avoir recours N celles de In Mécanique ondu-
latoire. Nous n'insisterons dene pas sur les caleuls de 1a théo-
rie primitive de Pélectron magnétique ().

L’cffet Zeeman anomal et Ia formule de Landé ont regu par
I'hvpothése de 1'électron magnétique et fournant un com-
mencement d’explication. Bornons-nous 1oujours au cas des
alecalins. L’¢leciron oplique extéricur d'un élément alealin
posséde un moment de rolation total (moment orhital -+
spin) dgal & j—/ + -:- fois le moment uni!(")—h_-. en admed-
tant un peu arbitrairement la substitation de {3 k.

Quelle sera alors Pénergie potentielle de eof ¢leclron opli-
que en présence d'un champ magnétique extéricur T Admet-
tons avee ancienne théorie des quanta que la composante

(1 Voir Léon Broaowmy, foce. ¢if., chapilre X¥I



54 ANOMALIES MAGNETIQULS

M, duw moment total de rolation dans le sens du champ H

, . h . . :

goil de la forme m 50 M étant le nombre quantique magné-
1

tique aucquel nous imposerons de prendre I'une des valcurs

demi-enti¢res de — j A 4 j. Le moment magnéligue 1otal fera

. mo o,
donc avee fe champ H un angle dont le cosinus sera 7 Si

Iélectron n’avait pas de double magnétique propre, son
éncrgic dans le champ I serait :

“7|| == ‘Vu_ Jﬂ,.; Al ==\\"n-*-2--’;: (“\I"H =S5 \V‘n 1— #1] —'i(-g;‘f;!—(’ .
R . Oy
(27)

On retomberait <ur la formule (14) el 'effet Zeceman nor-
mal. Mais en vertu du double magnétisme de Udlectron, on a
(en écrivant tonjours ! au licu de k)

e h m _ ¢ 1 h m
M= 2 my¢ £2?_; “2m,e 2 2%
e h 1+1 .
= Tame e M (28)
¢l par suite :
=1 chhl

Wy=W,— I, - =W, -1- I . ——

J drmmge
formule qui est équivalente & la relation empirique (21) a
condilion de poser :

=_ (30)

Cette formule oblenue avee des hypothéses passablemen!
arbifraires présente un air de parenté inconlestable avec la
formule empirique (20) de Landé.

L’hypothése de I'électron magnétique développée tant bien
que mal daus le cadre e I'ancienne théorie des quanta don-
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nait done des résultats intéressants. Mais aujourd’hui le suc-
cés de la nouvelle Mécanique a moniré que les questions
relatives & l'électron doivent étre posées d'une lout autre
maniére. Il nous faut donc maintenant résumer les concep-
lions fondamcntales de la Mécanique ondulatoire. Nous
aurons en méme temps A examiner comment on a cherché
sans grand succes A introduire les idées relativistes dans la
forme primitive de cette nouvelle Mécanique. Cette intro-
duction n’a pas permis de résoudre les difficuliés signalées
dans les pages qui précédent. C'est la théorie de Dirac (ui,
en inlroduisant simultanément dans le cadre de la Méca-
nique ondulatoire le principe de Relativité et le magnétisme
propre de I'électron, a pu aplanir ces <lifficultés.




CUHAPITRE ¥

Résumé des principes de la mécanique ondulatoire

1. Point de vue de la nouvelle Mécanique

ANS l'ancicnne Mécanique, on counsi-
dérait les corpuscules ou points maté-
ricls comme de pelits ohjets de dimen-
sions négligeables ayant a  chague
instant une posilion bien définie dans
Pespace. Si un corpuscule est en mou-
vement, D’ensemble de ses positions
suceessives  constilue alors sa  trajec-
toire. Les équations classiques de In Dynamique de Newlon
(ou les équations un peu modifiées de la Dynamique d’Ein-
slein} permettenl, connaissant les forces que subit le cor-
puscule et certaines conditions initiales, de prévoir tout
le cours du mouvement. Au corpuscule se trouvent allachées
un cerlain nombre de grandeurs telles que ses coordonnées,
son ¢nergie, les composanies de sa quantilé de mouvement
ct celles de som moment de rotation par rapport 4 un
point, ete.; Pancienne Mécanique attribue & ces grandeurs
une valear bien délerminée i chaque instant et ses équalions
permettent de calculer rigourcusement la suite de ces valeurs
au cours du lemps.

Tout aulre esl le point de vue de [a nouvelle Mécanique.
Pour elle, en effet, les grandeurs attachées au corpuscule
1n'ont pas en général de valeurs hien déterminées de sorte qu’il
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n'est plos possible de parler rigoureusemeni d’une posilion
a chaque instant et d’une trajectoire. On peut sculement assi-
goer & lout instant & toule grandear atlachée i un corpuscule
un certain nombre de valenrs possibles, chacune d’elles élant
affeclée d'une cerlaine probabilité : ceci veut dire que si 'on
effectue & I'instant considéré unce mesure précises de la gran-
deur en question, cette mesure fournira une des valeurs preé-
dites comme possibles, la probabililé pour que 'nne de ces
valeurs possibles soit le résullal de fa mesure pouvant éire
caleulée dlavance. :

Ainsi, landis que le but de Ja Méeanique ancicnne était de
prévoir 'une facon rigourcuse ct univoque l'évolution a
partir d'un élat inilial donné des grandeurs attachées au cor-
puscute, Ie but plus modeste de la Mécanique nonvelle est
senlement de caleuler Tes valeurs possibles de ces grandeurs
A chargue instant avee leurs probabilités respectives. Au point
de vue mathématique, la dilférence des deux Mécaniques se
sraduit par le fait suivant : fandis que ancienne théorie part
d’équations différenticlles permettant d’exprinier les coor-
données des points maléricts en fonction du temps, la nou-
velle part 4’une équation anx dérivées partielles ayant 1a forme
d’une équation e propagation d'ondes. Nous allons appren-
dre & former celle équation fondameniale en nous bornant an
cas d'un seul corpuscule placé dans un champ extérieur
counu car le cas général d'un sysieéme de corpusecules en inter-

-action, facile a traiter dans la Mécanigue ondulatoire pri- |

miive, ne nous inféresse pas ici, la théorie de Dirac n'étanl
pas parvenue jusqu'd préseni & le transposer d’une facon
salisfaisanie pour I'électron magnéique.

2. Formation de I’éguation de propagation non relativiste.
~— Nous allons écrire U'équation de propagation de la nouvelle
Mécanique sous sa forme initiale non relativiste. Cetie équa-
tion s'obtient ¢n quelque sorle automatiquement en partant
de Vexpressian de 'énergie dans Vancienne Mécanique new-
tonienne, Scit un corpuscule de masse m sc déplagant dans

.

——
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un champ dérivaut d'un potentiel U (i, ¥, 2, t}. L’expresison
classique de 1I'énergie u corpuscule est :

1 ,
H=gmv'4 LUy 2l h
L.a quanlité de mouvement est par définition le vecleur :
a— -
p=muv (2)

de composantes p, = i, ete.
Entre I'éncrgice et les composantes de Ta quanlité de mou-
vemnenl, il existe done la relation :
By S A F U s ()
Le second membie de (3) peul se représenter par H{z, v, z,
£ pey Py, p:liclest la fonetion hamiftonienne qui exprime
I'énergie & chaque instant £ en fonction des coordonnées des
corpuscules et des composantes de sa quantilé de mouvement
{ou moments de Lagrange).
Yoici mainlenant comment on oblicnt I'équation de propa-
gation de la Mévanigque oundnlatoire pour le corpuscule en
question. On remplace dans la fonetion hamiltonienne p, par

h 0 h © a8

Tunias PP T aniay (LD Ta s

on obtient ainsi un opératenr

H (f voot,— Lo ko h -
T 2xigr 2zigy’ 2=ioz
nommé « opératenr [lamiltonien ». On obtient alors 1'équa-
tion des ondes de la nouvelle Mécanique en éerivant :

. h oW

Hy= — -

2=i ot

U'(x, v, z, 1) &ant ta fonction d'onde du corpuscule, fonction

essenticllement complexe. En explicitant Ia forme de 'opé-
rateur I1, on frouve aisément Uexpression suivante de (4):

(f)

. 8z _, . dmimgW
— - — . z V= - o
AY i Udr, ¥, 2,0 T, )
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A élanl le symbole Laplacien bien connu. L’équation des
ondes étant du premicr ordre par rapport au lemps permet
de caleuler la forme de la fonction d’onde & tout instant
quand on en conuzit la forme 4 U'instant initial.

Dans le cas trés important oir U ne dépend pas du temps
{champ extéricur constanl), PVéquation d’ondes admet des

solutions monochromatiques, ¢’est-d-dirc ne dépendant du

Lt

2ci
lemps que par un facteur de la forme e Une telle onde

monochromatique satisfait & I'équlion :

AR e ey, =0 (6)

ou équation de Schridinger qui est une forme dégénérée
de (5)

Dans le cas plus particulior encore ott U est nul (pas de
champ extéricur), on peut encore éerire 1’équation (6) avee
U =10 pour les ondes monochromatigues et 'on a en ce cas
comme solution I'onde monochromatique plane :

ll‘—_-ae%’g'[""—léﬁfx-\-'—ﬁ.w- 33 (M

a ¢lant Uamplitude constante, «, B, y étant les cosinus diree-

teurs de la direction de propagation. L’onde (7) a la fré-
quenie v = Tl—;'l la lopgueur d'onde ) — —;:-{*_ == n .

h VemE mv

Jest T Ponde monochromatique plane que la Mécanicque

“ondulaloire a dés ses débuts fail correspondre au mouvement

libre rectiligne eb uniforme d’un corpuscule de masse m,

d’énergic £ et de quantité de mouvement mu.

3. Conception nouvelle des grandeurs attachées au corpus-
cule. — Nous venons de voir que le passage de 'ancienne A
Ja nouvelle Mécanique s’opdre en remplagant les compo-
santes de fa quaniité de mouvement par les opératcurs

h @
— 5= &= ete. Ceei n'est qu'une application particuliére
=i s 1 bl I

d'une idée générale de la nonvelle Mécanique, idée qui con-
sisle & substiluer des opérateurs & toutes les grandeurs de la
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Dynamique classique. 11 est aisé de préciser comment on
forme ces opérateurs. Nous savons déjd quels sont les opé-
rateurs correspondant & p,, p,, p.; d’autre parl Uopérateur
correspondant 4 V'éncrgie est Vopérateur Hamiltonien H dé-
fini plus haut. A une coordonnée du corpuscule, x par excm-
ple, on fait correspondre Vopérateur 2. gui signific {multi-
plication par xn. Toutes les autres grandeurs mécaniques
sonl des grandeurs dérivées de z, y, z, §, p,. p, et p,: done
chaque fois qu’une grandeur s’exprime comme fonction
rationnelle entidre des coordonnées et des moments, on saura
former Uopératenr correspondant {'). Ainsi par exemple la
composanie z du moment de rotalion du corpuscule par rap-
port & Porigine des coordonnées sera remplacée par 'opéra-
teur !

M.=ep, —yp,==— 2—2 ; (-f? z'% — ¥ a%) 8
en prenant des axes directs et en convenant qu'd un mouave-
ment de rolation dans le sens positif sur le plan v corres-
pondt un moment de rotation positif.

Les opératenrs que Uon est amené & former en Mécanique
ondulaloire comme correspondant i des grandeurs mécani-
ques mesurables sont des opérateurs en général complexes
apparienant tous i une classe particuliere : celle des opéra-
tenrs hermitiques.

Voici comment est définic la classe des opérateur hermi-
tiques, Nous allons d’abord faire une convention qui subsis-
tera dans toute la suite de cel ouvrage: une certaine lellre
représenlant un opérateur ou nne fonction, la méme lettre
affectée d’'un astérisque représentera la quantité complexe
conjuguée. Cette convention admise, soit A un opérateur du
genre de ceux que nous avons considérés; =i dt désigne 1'é1é-
ment de volume dx dy dz d’espace, 'opérateur A est par défi-
nition hermitique si 'on a:

1 pourrail y avoir des ambiguités provenant de l'ordre des

facleurs, mais nous n’avons pas d nous en occuper ici, car nons
n’en rencontrerons pas.
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[ A@a= / gA* () d= ()

les intégrations étant étendnes A tout espace el les fonclions
f el g des coordonnées étant linies, uniformes et continues
dans foul I'espace el tendanl vers zéro & Uinfini assez vite
pour que les iniégrales de surface oblenues en inlégrant par
parties le premicr membre de (9] soient nulles. Les opéra-
teurs envisagés en Mécanique ondulatoire sont tous hermi-
tiques ; il est facile de le vérifier pour chaque opérateur et en
particulier on le vérificra par exemple pour 'opérateur M,
de (8).

Iin dehors de I'hermilicité, les opératcurs de la Mécanique
ondulaioire ont aussi toujours un autre caractére commun :
ils sont linéaires, ¢’cst-3-dire que ['on a toujours :

Aol =A ()4 A (z) (1)
et par suile
A(eg) == ¢ A d(g) (11)

I fant faire entree les opéralears gue la nouvelle Mécanique
aflache & un corpuscule une distinetion importante. Les uns
intéresseni 'ensemble des 3 eoordonnées x, v, 2 el sont nom-
meés «opérateurs complels .

Les autres n'intéressent qu'une ou deux coordonnées et
sont pour cetle raison des «opéraleurs incomplets n. Par
exemple Popérateur Tlamilionien H est complet landis que
les opératenrs p, on M, sont incomplets, Nous verrons plus
loin Uimpaoriance de cetie distinction.

Bref, en Mécanigue ondulatoire, nous faisons correspondre
Y toule grandeur dynamique attachéc au corpuscale un opé-
raleur fincaire el hermitique. Mais il est hien évident que si
I'on fail une mesare précice d'une de ces grandeurs méea-
niques, te résultat de la mesure s’exprimera par un nombre
réel. Ainsi que nous avons dit dans le paragraphe 1, le but
de danonvelle Mécanique est d’abord e nous dire quels sont
les nombres réels quiune mesure précise peut nous fournir
comme valeur d’une grandeur mécanique. De Vopéraleur

Lt A o a——

R T e v e = o -

o el PR s
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hermitique que la nouvelle Mécanique fail correspondre 3
une grandeur attachée au corpuscule, nous devons donc pou-
voir déduire une liste de nombres réels représentant fous les
résultals possibles d’une mesure précise de celle grandeur.
Or ceci est possible parce que lous les opérateurs hermili-
ques de la mécanique ondulatoire possédent une suite de
wvaleurs propres » qui sont des nombres réels. Clest ¢ce que
nous allons maintenanl expliquer.

4. Valeurs propres et fonctions propres d’un opérateur
hermitique. — Soit A un opératenr linéaire hermitique. Eeri-
vons Uéqualion :

i\('_;'\)rx'lﬁ (12)
ol a est une conslanie et ¢ une fonction des coordonnées
xr, v, 2.

Par définilion, nous appellerons « valeurs propres de ’opé-
rateur A » les valeursde la conslanle = pour lesquelles 1'équa-
tion (12} admet au moins wne solution <fr. v, 2) dite « fone-
fion propre de lopératenr Ay jouissanl des propriélés
suivantes (') elle est partont finie, uniforme el continue ot
P'intégrale du carré de son module dans tout 'espace a un
sens ot esl convergente. Naturellement si Uopéraieur A dépend
du temps, il en est de méme de ses valeurs et fonclions
propres,

Nous admelirons Uexislence des valeurs propres des opf-
rafeurs linéaires ot hermitiques de la Mécanique ondulatoire,
mais nous allons démontrer que ces valeurs propres sont
nécessairement réelles. En effet ’équation conjuraée de (11
g'éeril

Af(pry=a* ¢ (12"

el, comme A est lindaire, on a-

I :.s"':\(w)d‘:—{'.;;\‘(3:‘)(?':(:1—1‘) ['-""f* d= (13)

]
[N b . « b

(v On ne considere ici comnie distineles gque les fonetions lingai-
remenl indépendanles.
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I'intégralion étant élendue 3 tout le domaine D des variables
qui figureni dans ¢, c’esl-d-dire dans A. Or le premier
membre de (13) est nul parce que A est hermitique, Comme
I'intégrale du second membre cst essentiellement positive, on
doit avoir « =u*, donc « esl réelle.

L’ensemble des valeurs propres réciles d’un opérateur her-
mitique est appelé le « spectre » de cet opérateur. Ce spectre
est discontinu si les valeurs propres sont isolées et continu
si elles forment une suite continue. Un spectre peut méme
&tre en partie continu, en partie discontinu. Nous raisenne-
rons d’abord sur les spectres discontinus.

Désignons par «; une valeur propre isoléc; il existe au
moins unc fonction propre ¢z, y,z) qui lui correspond.
I.’ensemble des fonclions propres forme un systéme ortho-
gonal en ce sens que si ¢ el p; sont deux fonctions propres

T

correspondant 3 deux valeurs propres distincles o, et ay, on a :

[ 2t9,d:=0 (1)
En effel, o étant réelle, on a ;
A ) =29 At (") =" (15)

ct par suite :

f o, AY (0,*) dr — f w*Ag)ds = (9, — ;) [ ot odr (16)

v

Le premier membre étant nul en raison de I'hermiticité
de A et o,—a; étant par hypothdse différent de zéro, 1'équa-
tion (14) est démontrée.

La démonsiralion cst en défaut pour deux fonctions pro-
pres linéairement indépendantes correspondant & une méme
valeur propre. Quand ce cas se présente, on dit qu’il y a dégé-
nérescence et que la valeur propre est multiple, Soit «; une
valeur propre multiple laquelle correspondent p fonctions
propres linéairement indépendantes gu, ¢ ... ¢,. L’opéra-
teur A étant linéaire, toule combinaison linéaire de . ... ¢
est solution de Ac==u. On peut donc remplacer les p fonc-

T S
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tions propres lindairement indépendantes <, ... =, par p com.
binaisons linéaires linéairement indépendantes de ces fone-
tions ¢t T'on voit facilemenl qu'on peut choisir  ces
combinaisons linéaives de facon qu’eclles soient orthogonales
entre elles. En d'autres termes, quand une valeur propre est
multiple, le systéme des fonctions propres linéairement indé-
pendantes n'est déterminé qu’a une transformation linéaire
prés et I'on peut profiter de celfe indélerminalion partielle
pour avoir un systéme de fonclions propres indépendantes
qui soit orthogenal. On peut done toujours supposer que 1'en-
semble des fonclions propres d'un opéraleur hermilique est
orthogonal.

Les fonclions propres d'un opérateur hermilique ne sont
déterminées «qud un facteur constant complexe pres (méme
sans dégénérescence). On a 'habitide, pour fixer le module
de ce facteur complexe, de «normer » les fonctions ¢, ¢'est-
A-dire de poser :

e* o dr = f gyt dr=1 (17}

équation qui a un sens puisque |z|* est sommable. Les fone-
tions propres une fois normées ont encore un facteur arbi-
traire de la forme e

En introduisant le symoble 3;égalhunsi i=7j et & zéro si
i #j, on peut résumer les formules (14) et (17) par la

formule :

f 9% v, dv =238, (18)

Toutes les Tformules précédentes s‘appliquent au spectre
discontinu, S8i l'opératenr A posséde un spectre conlinu, a
toule valenr propre 2 de ce spectre correspond une fonelion
propre que nous écrirons <z, x, ¥, 2} car, 2 variant continil-
ment dans le spectre confinu, il est plus naturel de éerire
comme une vartable que comme un indice. Les fonctions
propres <(x, r, y, z) sont orthogonales aux fonctions propres
«du spectre discontinu il ¥ en a un. Mais, pour éviler cer-
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taines difficuliés de convergence, il est plus commode dans
I'étude des spectres continus de considérer, au lieu des fone-
lions propres o{z,x,v,2) elles-méme, les expressions

1 ~y + Ao
v o (2, .0,y,2) dax diles  «dillérentielles  propres »
Ay

COI'[‘OSI)(:II(]illll. a des intervalles o —> -}~ Aa choisis aussi
pelits que 'on veul dans Je domaine de variation conlinue
de o. L'emploi des différentielles propres conduit & rempla-
cer la formule (18) par la formule :

il w + Mo i a’ b A
| ' -
v d= {?* («, £, ¥, 2) da [w (2, &, ¥, 2} dz| =0, .
L L e (19)

Avaat de clore ce paragraphe, nous devons encore signaler

une propriélé trés imporfante des fonclions propres d'un
opéraleur linéaire hermitique A : elles forment un « systéme
complel ». Cela veut dire que, sous des condifions 1rds larges,
une fonction des variables intévessées par A (variables du
domaine D) se laisse toujours développer en une série de
fonctions propres de cel opératenr. 8i par exemple f(r, y, 21
esl une fonelion des trojs variables o, v, 2, elle sn Jaisse trés
génératlement développer suivant les fonclions propres d'un
opéralenr hermitique complet A sous la forme :

fle, v, 2) :Z d; v {(x, ¥, 2) + [rl (#) g (x, e, 9, 2y dn (200
la somme ¥ §ant étendue an specirve disconlinu, intégrale
au spectre conlimu,

Mcttant en évidence les différenticlles propres correspon-
dant aux divers intervalles Az du speetre continu, nous pou-
vons remplacer (20) par:

g+ A%
, {
f(m,y,z)=zd.-?s(w,y,2) ~l-2d (@] g, [ 3y, dn A(;l)
£ Az . 3 '

En utilisant [es formules (18) ef (191, on trouve aisémenl +
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d, = {z’ci* fle, v, 2)d~;

: ~1 . a4 dg
d(z) = / i [«* (2, 2,¥,2) d=) f(x, ¥, 2) d=. (22)
- I -~

Les quantités d; et d(«) sont appelées « les coefficients de
Fourier » du développemeni de la fonction f(z, v, 2) suivant
les fonctions propres de 'opérateur A. La série et 'intégrale
de Fourier rentrent comme cas particuliers simples dans ce
type de développements,

5. Principes généraux de la Mécanique ondulatoire. —
Nous avons «tit au paragraphe 1 e ce chapitre que ic bul de
la nouvelle Mécanique était de caleuler les valeurs possibles
des grandeurs allachées au corpuascule et leurs probabilités
respeetives. Nous avons ensuile appris & associer an corpus-
cule une fonction d’onde Wir, v, z,£) solution de I'équa-
tion (d), fonetion d’onde que nous supposerons {oujours
«normée » par la condition :

{"Vll'* dr—1 (23) ()

Puis nous avons fait corvespondre & chaque grandeur atta-
chée au corpuscule un opérateur linéaire hermitique qui per-
met de définir un ensemble de nombres réels; ses valeurs
propres, et un syvsigme complet de fonctions normées et
orthogonales, ses fonctions propres.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer les deux prin-
cipes fondameniaux suivants de la nouvelle Mécanique :

Premier principe : Les valeurs possibles & Uinstant £ d'une
grandeur attachée au corpuscule, ¢’est-a-dirve les résullats pos-
sibles d’une mesure précise faite & 1'instant £ de cette gran-

717 Naus démouicecons plus loin que si la condilion (231 est salis-
faile & un certain instant, elle U'est 3 toul antre instant,
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deur, sont les valeurs propres & Uinstani ¢ de Dopérateur
linéaire hermilique A correspondant & cetle grandeur.

Deuziéme principe: 8i un corpuscule a pour fonction
d’onde une certaine solution W(x, v,2,¢) de son équation
’ondes, la probabilité pour ¢qu'unc mesure précise de la

x

grandeur correspondant & U'opérateur complet A fournisse a
Minstant ¢ unc certaine valeur propre est égale au carré du
module du coefficient de la fonction propre correspondante
dans le développement de la fonclion d’onde W° suivant les
fonclions propres normées el orthogonales de 'opérateur A.
Plus explicitemnent si la fonction T se développe suivant les
fonclions propres de A sous la forme [analogue & (21)]:

% b e
=Ygt e | L [ s drda(21)

i Ax

a
c’est lc|* qui donne la probabilité de la valeur propre «, et
c’est lefa)[* Ax qui donne la probabilité d'une valeur com-
prise dans Pintervalle 2—> x4+ Az, Comme la fonction W
est normée, 1a probabilité totale de toutes les hypothéses pos-
sibles est bien T'unité, on le vérifie aisément. Naturellement
les probabilités fournies par le deuxiéme principe son! en
général fonctions du temps {, c’est-d-dire de U'instani de la
mesure.

Si Popérateur A admet des valeurs propres multiples,
I'énoncé da second principe doit étre compléié. Soit «; une
valeur propre multiple & laquelle correspondent p fonctions
propres vy ... %, normées el orthogonales, linéairement indé-
pendantes. La probabilité de trouver par unc mesure la
valeur a, pour la grandeur cn question est

z
el Ao F oo Ty by

o’est-d-dire la somme des modules des coefficients de <, ... %,
dans le développement de W suivant les fonctions propres
de A. Ceite probabilité est indépendanite de la facon dont on
a choisi les p fonclions propres <, ..., comme cela doit
A

étre.
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Quand lopératcur A esl incomplet, U'énoncé du second
principe doit subir une modificalion. Alors, en effet, les
fonctions propres de A ne contiennent pas toules les trois
variables x, v, z ¢t dans le développement (24) les ¢ ct les
c(e) sont évidemment fonctions des variables non conte-
nues dans les ¢, el «(a). La probabilité d'une valcur propre
a; ne peut pas ére alors [¢]® quanlité qui dépendrait encore
de certaines variables. 11 est done néeessaire pour obtenir
les probabilités d’intégrer les expressions indiguées plus haut
dans tout le domaine des variables qui ne figurent pas dans
A. Par exemple si A dépend scalement de y et de 2, les ¢,
dépendront de x el la probabilité de la valeur «; sera non pas

{ »
le;1* mais bien {| . Pde.  On vértfiera que celte modi-
- - %
fication esl bien en accord avee Pidée que la probabilité totale
de toules les hvpothéses possibles doil étre Punité.

Nous allons indiquer quelques exemples d'application des
principes généraux. Un exemple trés simple est Papplication
A U'lTamillonien qai esl, nous le savons, un opératenr com-
plet. Pour Vopératear Hlamiltonien, Uéquation (12} «’6erit :

Hiz)= s (25)

en éerivant I au licu de 2. On a des valeurs propres F, et des
fonetions propres =z, Ces valeurs et fonetlions propres dépen-
dent du temps si A en dépend, c¢’est-h-clire si le systéme n’est
pas conservalif. Une mesure précise de 'éncrgie ne peut
fournir comme résullal qu'une des valeurs F, relatives 2
Iinstant { de In mesure et la probabitité d'obleniv la valeur
E, (i est égale an careé du module du cocfficient de la fone-
tion z, dans le développement de la fonetion d’ondes W du
corpusenle suivant les fonctions propres de 'énergic & ins-
tant ¢. C'est B ce que nous avons nommé dans d’autres
exposés «le principe de décomposition spectrale ».
Cherchons maintenant & appliquer nos principes & la gran-
deur: coordonnée » du corpuscule. L’équalion (121 prend la
=az (26)

forme £

-G



70 RESUME DES PRINCIPES

Cetle équalion peut étre regardée comme satisfaite pour
loute valeur réelle de = par la fonction 3(x-—a) ou fonction
de Dirac qui jouit des propriéiés suivantes : 1° Elle e¢st fone-

tion pairc de largument (x—o); 2° ['intégrale /'f(:c)

5(x—u) de est nulle si Vintervalle d’intégration ne conle-
nant pas la valeur r=u= et est égale & f(«) pour toute valeur
d'intégration contenant cette valeur. L’éguation (26)
admet donc un specire continu comprenant toules les valeurs
réclles de 2 de — oo 3 - co.

)Y’ apres le premicr principe, unc mesure de la coordonnde
peut done donner a priori (comme cela doit &tre) n’importe
quelle valeur de —~ & -[-oco. De plus les différentielles

x e
propres AL [6 (x — o) da de ce spectre continu for-

ment comme on le voit aisément un systdme complet normé
el orthogonal, Comme 'on a d’aprés la définition des fone-

tions & :

Wiz, y,2. ) = f U (a2, y. z, 1) 8 (£ — x) 2 (27)
la probabilité pour qu'une mesure de la coordonnée x donue
une valeur comprise dans I'intervalle 2 — « -} dx est d’aprés
le second principe :

{ {dy |9 (a2, y, 2, 1) F da (28)

Il en résulte f:u-ilcmcnt yue la probabilité pour qu’une
mesure simultanée des irois coordonnées donne des valeurs
comprises dans les intervalles a—a+4-da, —>L-Fd3,
y—> v+ dy est IW{a, 2. v, )| de dG dy ; ou, ce qui revient au
mdéme, la probabilité pour qu’une mesure permette de loca-
liser le corpuscule dans élément de volume dx dy dz autour
du point de coordonnées z,y,z est Wz, y,2, t) 1> dzdy dz.
C’est 1a ce que nous avons appelé dans d’autres exposés le
principe des interférences.
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6. Grandeurs simultanément ou non simultanément mesu-
rables. — Des principes généraux énancés aux paragraphes
précédents, on déduit une conséquence trés importante : deux
grandeurs mécaniques ne peuvent ¢tre simultanément mesu-
rées avec précision que si les opérateurs correspondants A et
B permutent, ¢’est-3-dire si 1’on a AB=DBA.

En effet, si ¢ et X, désignant les fonctions propres ce A et
de B respectivemeni, «; el % leurs valeurs propres, pour
qu’une mesure simultanée des deux grandeurs en question
puisse élre faite avec précision, il faut que 'on puisse attri-
buer simullanément avec cerfifude a4 la premiére grandeur
une certaine valeur o; et 3 la seconde une cerfaine valeur 3 ;
d’apres le second principe il faut done que I'on puisse Gerire
la fonction d’onde ¥ du corpuscule sous la forme :

W=yc,c;=d, (29)

¢; peut dépendre des variables qui ne figurent pas dans ¢, si A
est un opérateur incomplet et d; peut de méme dépendre des
variables qui ne figurent pas dans %, si 8 est incomplet. De
I’équation précédenie, on tire:

ABMNY = AB(d, s ) =A(d: 8 1) =8, Alec, ) = BV (30)
el
BA (W) =DBA (¢, 2) =B (c; #,9) = ;B (d,v) = 2., I'. (31)
On doit donc avoir

AB () = BA (V) (32)

pour toute valeur de ¥ de Ia forme (28), ce qui eatraine
AB=RBA.

L’exemple le plus simple et le plus important de gran-
deurs qui ne sont pas simultanément mesurables est celui
d’'une coordonnée el de la composante correspondante de
la quantité de mouvement. On a en effet :

o 0 ) h

EE R ¥ Ty

h
ap, — pr =g (33)
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Autrement dit Uopéraleur xp,— p.z est équivalent a la

multiplication l)al'é—}é,. Done x. et p, ne permulent pas et

Tl

par suite unc coordonnée et la composante correspondante
de quantité de mouvement ne peuvent &tre simultanément
mesurées avee précigion. Une coordonnée e le moment de
Lagrange correspondant ne sont donc jamais connus & un
instant donné qu’avec certaines incertitudes Az et Ap, qui ne
peuvent étre nulles i la fois toules les deux. On peul démon-
trer que Uon a toujours :

Az.Ap,>h (34)

du moins en ordre de grandeur. L’inégalité (34) el les deux
inégalités analogues pour v et ¢ conslitaent les « relations
d’incertitude » d’Heisenberg sur lesquelles nous avons lon-
guemen! insisié dans d’auires ouvrages (').

(Y) Irdradiction @ Uétude de la Mécanique ondulafoire, Hermann,
Paris 1930,

La Hidorie de tn quantification dans {a nouvelle Mécanique, Her-
nmann, Paris, 1932,

On lronvera dans ces deux ouvrages un cxposé plus délaillé des
principes exposés sommairement dans le présent chapitre el dans
le chapilre snivant,

*
E
5
‘

i

=



CHAPITRE VI

Résumé des principes de la mécanique ondulatoire (suite)

1. Quelques détinitions relatives aux matrices algébriques

N appelle «matrice» un lableau de
nombres comportanl un nombre fini
ou infini de lignes et de colonnes, Si le
tablean est de dimensions fintes, nous
le supposerons de forme carrée; on
pourrait le supposer reclangulaire pour
plus de généralité, mais ce serait pour
. nous ici une complication inutile.
Chaque nombre figurant dans le lableau (élément de la
maitrice) peul &tre repéré & laide de deax indices mar-
quani respeclivement la ligne ot la colonne auxquelles il
apparlicnl. Désignons done par @, 'élément de la matrice

qui se trouve inserit dans le tablean & Finfersecetion de la
i ligne et de la &® colonne : U'ensemble de la matrice sera alors
représenté par A ou |ayl. Les éléments a; & indices dgaux sont
sifués sur la diagonale du tableau et sont appelés « cléments
diagonaux ». Nous dirons que deux matrices A et B sont égales
¢l nous éerirons A ==DB si leurs éléments de mémes indices
sont tous égaux (a;,==b,).

Les matrices se présentent en algtbre quand on éludic les
transformations linéaires. En effet si des variables o/ sont des
combinaisons linéaires d’aulrves variables x;, on a des for-
mules de transformation du {ype :
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. Wl
Z; x;“u £ (H

formules qu’'on peut condenser cn écrivant la relation vecto-
-rielle :

et en convenant que le vecteur AX a pour composante d’in-

dice i la guaniité (AX);:E% #;.
7

La formule (1) conduit 2 définir la somme et le produit
de deux matrices ayant méme nombre de lignes et de
colonnes par les conventions suivantes :

1° La somme de deux matrices A et B est la matrice A }-B
dont 1'élément d’indices ik cst o, ~+ by,

2° Le produit de la matrice B par la matrice A cst [a ma-
trice AB dont 'élément ik csi (AB)y == 2““ - b

[3

De la définition 2° résulte qu’en général la matrice produit
BA n’est pas égale & la matrice produit AB. On dit qu’cn
général deux matrices ne permutent pas ou ne commutent
pas. Si AB=-—DBA\, les matrices anti-commulent.

Les éléments d’'une matrice peuvent &re réels ou com-
plexes. Placons-nous dans le cas général des matrices & é1é-
ments complexes. Les formules de transformation (1) expri-
ment alors qu’on passe de certaines variables complexes a,
3 d’aulres variables complexes z/. Nous allons maintenant
définir quelques types parliculiers {rés importants de ma-
trices camplexes,

Nous dirons qu’une matrice est hermitique si les éléments
symétriques par rapport A la diagonale sont complexes con-
jugués {ay == ay*}). Les dléments diagonavx d’une matrice
hermitique sont réels. Si tous les éléments d'une matrice her-
milique sont réels, 12 malrice est symétrique par rapport a
sa diagonale. Nous dirons qu’'une matrice est anti-hermitique
si on a a, = — @,*. Les léments diagonaux d'une matrice
anti-hermitique sont purcment imaginaires. Le produit de
deux matrices hermitiques n'est hermitique que si elles com-
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mutent ; si elles anti-commutent, le produit est anti-hermi-

. tique.

On appelle «malrice adjoinie de la matrice A» el 'on
désigne par AT la matrice obtenue & partir dc A en permu-
tant les termes symétriques par rapport & la diagonale et en
prenant les quantilés complexes conjuguées; on a donc
axt = ay*. De cetle définition résulte qu'une matrice her-
milique cst égale & son adjointe : si A est hermitique, on a
A=A"*. On démonire aisément la formule (AB)*=—=B% A*
et i1 est évident que (A=A,

Une maltrice est dile « diagonale n quand seuls ses éléments
diagonaux sont différents de zéro. Une matrice hermitique
et diagonale irés imporiante est la matrice unité que 'on
représente par 1: c’est Ja matrice dont I'élément ik est égal
a 8.

Ftant donnée une matrice A, s'il existe une autre maltrice
A7 telle que A . A-"=A"A=1, la matrice A" est dite la
« matrice inverse de A ». Cette mairice inverse, si elle existe,
est loujours unique. Quand A a un nombre fini de lignes ct
de colonnes, la matrice inverse existe toujours si l¢ détermi-
nant formé 4 Paide du tableau des q; n’est pas nul. Quand A
a un nombre infini de lignes ct de colonnes, A~ peut ne pas
exister et il faut dans chaque cas particulier vérifier son exis-
tence. On vérifiera aisément la formule: (AB)~'=B-*A"".

(Quand A est une matrice 3 éléments réels ¢t que 'om a :

2“"" @ == 0,0 (3)

on dit que la matrice A esl orthogonale : clle définit une
transformation orthogonale (ui laisse invariante la quan-

titézxs’ . Ceci est bien connu. Pour les matrices 3 éléments

complexes, on peut généraliser celle définition : si A est une
matrice complexe et si 'on a:

fog (1;," = a)’k (4)

on dit que A définit nne transformalion complexe orthogo-
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nale ou encore qu’elle est « unitaire ». Pour une transforma-
. . v 1 .
tion complexe orthogonale, Ia quantité Z-r-‘-* Z; reste inva-

(
riante. La condilion (4) peut d'ailleurs s’écrire

2 't ;=0 ou AYA=1;A'=A""! ()
;

Done pour qu'une malrice soit unilaire, son adjointe doit
coincider avec son inverse.

Soit encore A une matrice o S une matrice unitaire ayant
méme nombre de lignes ef colonnes, La matrice B=S8""AS
est dite obtenue & partic de A par une « iransformation cano-
nique ». 8i A est hermitique, B est aussi hermitique. En effet
comme par hypolhdse 8+ — 8~ ¢f A\*= A, on a:

Bt .- (S_'! i\g}_ =8t A+t (S_I)' ==S8"'"AS8=D. (G)

D’ot le théoréme imporiant : une lransformation cano-
nique fransforme une malrice hermitique en une antre ma-
trice hermiliue 7).

2 Matrices de Ia Mécanique ondulatoire. — Supposons que
nous connaissions un svsteme complet <de fonctions normées
et orthogonales: 2, ... 5, ...} nous les appellerons les fonc-
tions de base. Un tel systéme nous est fourni par exemple par
I'ensemble des fonetions propres d'un opérateur hermifique.

Efanl donné ce systéme de base, d toul opérateur linéaire
" nous pouvons faire correspondre une matrice. Soit en cffet A
un opérateur linéaive ; Papplication de cet opérafeur 4 une
des fonclions de base <, nous fournit une fonetion qui doit
pouvoir se développer snivani le svsieme complet =, ... <, ...
Nous avons done une relation e Ia forme :

A (-.'},) T 2 ;% (?)

7
d’ol en raison des propriélés des z;

i Gel énoneé suppose essenticllement que Lo alrice § de la
fransfornulion cainonique pst unilaire.
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,,—/'» A (z) d= (8)

D élant le domaine des variables qui figurent dans les z,

Par définition les a; de la formule (8) sont les éléments de
la matrice engendrée par opérateur A dans le systéme de
base des g Nous désignerons aussi cetle malrice par la
lettre A ; si nous tenons & préciser le systéme des fonctions
de base emploxé, nous pourrons la désigner par A%,

Les matrices ainsi obtenues peuvent éire nommées « ma-
trices e la Mécanique ondulatoire ». Nous allong vérifier
qu’elles satisfont bien aux régles d'addition et de multiplica-
tion des matrices algébriques. Pour cela considérons denx
opérateurs lindaires A et B. Nous aurons :

A(2) =Z Ww By = Z bit, )
d’on
(.\ + B) (’-I‘r,) = 2 ("_ji ‘}_ h}'n‘) i (10)

[’étément ji de la mairice A 4B esl done a; 4 by c'est
bien la régle d’addition des matrices algébriques. On a de
plus :

N Wl i
AB () = ) by A () 5} b,-xz_,ak_,ek=Z(‘.Zuk.}-b,-f)?k (11)

.
L élément ki de la matrice AB est done L @,; b, ;5 ¢’est bien

J
a régle de multiplication des malrices algébriques,
la régle d Ttiplicat 1 trices algébrique
La condition pour qu’une matrice A de la Méeanique
ondulatoire soil hermitique est :

ti= [57 NG e —

Or nous savons que si cefle condilion est remplie pour
Lloutes les fonclions =, 'opéraleur A est par définition her-
mitique et inversement. Done la condilion nécessaire et suffi-
sanle pour «u’une matrice de la Mécanique ondulatoire soit
hermitique esl que I'opérateur dont elle dérive le soit. L.her-

= [ @A ds. (12)

~ b
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miticité est donc une propriéié¢ intrinséque de 1'opérateur ¢n
ce sens (u’un opératear hermitique engendre dans tout sys-
ttme e fonclions de base une matrice hermitique,

Tous les opérateurs que nous considérons en Mécanique
ondulatoire étant hermitiques, les matrices qui leur corres-
pondent e sout également.

3. Valeurs moyennes en Mécanique ondulatoire, — Fnvisa-
geons un corpuscule et supposons connue Ia fonction d onde
W qui lui est associde. Soit d’autre part une des grandeurs
méeaniques attachées au corpuscule & laquelle correspond
dans la nouvelle Mécanique Popérateur A ; en parlant de
cetle grandeur nous dirons pour abréger «la grandeur A ».

Les principes généraux énoncés dans le dernier chapitre
nous perraclient de prévoir les grandeurs possibles de la
grandenr A el leurs probabilités respectives. Comme il y a
en géndéral plusieurs valeurs possibies de probabilités non
nulles, on ne peut parler sans équivoque de la valeur de la
grawdeur A & chagque instanl, mais on peut parler de sa
valeur movenne, cetie valeur moyenne éant définic de Ia
Tacon usuelle comme la somme des produits de chaque valeur
possible par la probabilité coerespondante. Si o, et 3, dési-
gment les valeurs propres et fonclions propres de I'opératenr A
et i la fonction «(’onde W aridmet le développement :

-
| § E— o
. 1 —_}‘__‘C.-fl (13)

la valeur movenne A est Eaprés les principes généraux :

X=Za‘- | e 1? (14)

i

Ceci peut <’écrire sous la forme cxsentielle en Mécanique
ondulatoire

A= ( U A (U ds. (15)

-0

L'équivalence de (14) ot de (15) résnlie de la formule :
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I '_‘
[‘l»’*A (W) d- = [Z ek A (2‘ ' q) d-
» Jo ot *
.—_—“Zc,.* Cr %y /v'.;,-* vy d= (16)
tk

»
et du fait quc les fonctions g, sonl normées ¢l orthogonales,
La valeur moyenne A définie par (14) et (15) est évidem-
ment une quaniité réelle.

Le raisonnemeni par lequel nous venons d’établir la for-
mule fondamentale (15) n'esl rigoureusement valable que
pour les opéraleurs A complets sans speclre continu el sans
valeurs propres multiples. Mais il est facile de ’élendre aux
opérateurs incomplels ou dégénérés et aux spectres conti-
nus : la formule (15) est générale.

La forme de I'expression (15) de A nons permet de dire
que WF AU est Ia « densité de valeur moyenne» pour la
grandeur A. Mais cette « densiié » est d’une nature bien diffé-
rente de celles qu’on a & considérer dans les théories clas-
stques 3 en effet Pélément d'intégration W A (UM ez (qui est
méme généralement complexe) ne peut aucunement dtre con-
sidéré comme une certaine quantité de la grandeur A qui
serait localisée dans I'élémeni dz el seule Vintégrale (159,
qui cst loujours réelle, a un sens physique, Ceci est une
remarque importanile qu’il faul garder présente d Pespril.

La formule (15) fournit une interprétation statistique des
malvices de [a Mécanique ondulatoire ov du moins de leurs
¢lémenis diagonaux., Nous allons le moutrer en raisonnant
cncore sur des opérateurs complets non dégénérés et sams
specire continn car le raisonuement général ne comporte que
quelques complications sans modification du résultat, Sup-
posons que le développement de la fonction d’ondes ¥ sui-
vant les fonctions propres «; de 'opéraleur A se réduisc & un
scul terme ; on a alors

V=c (17)

avee |e]==1 puisque ¥ est loujours supposée normée. Nous
SOIMMes ¢ ce cas sirs u’unc mesure de fa grandeur A four-
nira la valeur «,. Soit maintenant une autre grandeur B atta-



80 RESUME DS PRINGIPES
chéc au corpuscule et correspondant & un opérateur B. Nous
obtenons la valeur moyenne de la grandeur B par applica-
iton de la formule (13} et nous trouvons :

B—= /uwnowf=z= 5 B(z,) d= . (18)

- 0 ]

Or la deuxieme intégrale de (18) n'est pas autre chose que
I'élément diagonal d'indice {i de la matrice engendrée par
Uopérateur A dans le systiéme des fonctions o, D’od le thito-
réme : « [’élément diagonal d'indice {1 de la matrice engen-
drée par l'opératleur B dans le systéme des fonctions propres
de 'opératenr A est égale 3 la valewar moyenne de la gran-
deur B quand on sait que la grandear A a la valeur a,. »

4. Valeur moyenne d’une coordonnée. Théoréme d’Ehren-
fest. — Considérons une des coordonnées d’un corpuscule,
la coordonnée x par exemple. Sa valeur moyenne d’aprés la
formnde (15) et en aceord avec le principe des interférences
esl

e=[ 2 ds . (19)

« b
C’est done la coordonnée » d'un fluide fictif dont la den-
silé serait donuée en chaque point par :

o=y (20)

Nous appellerons ce fluide fictif le « fluide de probahilité »;
da quantité de ce fluide conlenve dans un ¢lément de volume
de est WU dz () et la quantité totale du fluide reste cons-
lante au cours du temps, égale d 1 «i la fonction W est nor-
mée. Comme Ja répartilion dn fluide de probabilité varie au
cours du lemps, nous lui atribucrons en chaque point an
cours du {emps une vilesse que nous définirons par la
formule :

—>

el | It
TTWWHE fxim

T grad W' — U™ grad I (21)

(Yy Daprds le principe des interférences, celte gqunantilé est done
égale A la « probabilité de présence » dua corpuscule dans 1'élément
dz,
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1l est facile de montrer que dans ces conditions le fluide
de probabilité s¢ conserve au cours du lemps et cettc démons-
{ration établit accessoirement la proposition suivante dont
nous avions admis I'exactitude : « 8i la fonction ¥ est normée
% un instant donné, elle reste normée A toute époque. »

Voici la démonstration en question. De 1’équation d’ondes
a laquelle obéit la fonction W (équation (5) du chapitre pré-
cédent) et de 1'équation conjuguée, on tire aisément :

‘a% ATy — Ay yawe

dmim
h 3 {,.eu ad
L 9 (y oy 2T ‘
Amim =9, ax(l dx ! 0 N =

ou encore d’aprés les définitions (20) et (21):
g¢ —
St divien=0. (23)

Or I’équalion (23) est I'équation hydrodynamique de con-
tinuilé qui exprime précisément la conservation du fluide
dont la répartition et le mouvement sont définis par (R0)
et (R1).

Faisons maintenant une remarque. D'aprés notre défini-
tion des valeurs moyennes, si f(z, vy, z, ) est une cerlaine
fonction scalaire ou vectorielle, nous devons appeler « valeur
movenne de cette fonction & Uinstant ¢« la quantité .

Fiy=[w* f@ y,z2t ¥ (24)

D

Cela étant nous pouvons énoncer un théoréme important
dit & M. Ehrenfest :

Titorime : Le point de coordonnées z, v, z s¢ déplace au
cours du lemps comme le ferait d'aprés les lois de la Méca-
nique classique un point matéricl de masse m sous l'action
d’une force égale A chaque instanl A la valeur movenne f(f)
de la force réclle.
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On a d'abord d’aprés (19) en employant (22) et en inté-
grant par parties :

dz o o(lI l]f*) h o o all * L *aw .
TR R Tt s IEPA A L i
h Y alp _
: oy - I
4-::11:,{.,(1 s " Jd _/;"xu Uds=u,.
(25)

On trouve ensuite :

— I.*

d'x h f” [8‘1'8‘!’* AN g 2 e B ‘ﬂd?

dt — Azim),| 0t 6z oz ot '  dxot drot
I U W' AW puH -
—57-7;1[( ol oz  bx _at')d' (26)
ce qui donne en vertu de 'équation de propagation :
dix ht “ e 8= m
fadh U \ g
dat &=tm? _/,, dx (A = R ! )
+§-‘1 (A‘I . "f" 2y *N d=. (27)

Or le théoréme de Green donne (aprés intégration par
parties)
, (E_I_Aq J_%q__p]) Jd=

Julor

Al 5 .
=/ [a— A — -a?(A‘lf)ldt_-O

. (28)
de sorte que (27) nous donne :

“? == / & x(urlr*) d=

— /( %L) N e e OV (29)

oxr

-

C’est bien l'expression du théoréme d’Ehrenfest pour z et

I'on éablit de méme les formules correspondantes pour y
et z.

Pour termiaer ce paragraphe, nous donnerons encare la

définition des densités moyenncs de charge électrique et de-
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courant électrique correspondant & un corpuscule de charge ¢
dont on connait la fonction . La charge ¢ étant une gran-
deur physique susceptible d'une seule valeur est égale A sa
valeur moyenne et I'on peut écrire :

f—s =f WY s (30)
On peut donc¢ considérer la quantité
o = ¢ WU+ (31)

comme la densité moyenne de charge éleclrique associée au

corpuscule. D’autre part, au point de vue classique, le cor-
—_
puscule de charge e en mouvement avec unc vilesse v est

- —
équivalent & un élément de courant { =c¢v . lci nous aurons

! . ...
4 remplacer v; par prod 28 etc. et les trois composantes i1, 1,

du eourant en question correspondront aux opérateurs
_heo h:d khoed
2nimaoz ’ 2ximaoy’ 2rimoz’
La valcur movenne de i, par exemple sera, loujours
d’aprés (15):
- z | z " * I
R Ly o (A L f(llfa' —w- g

3=imJt, de " d=imt, o oz

(32)
et I'on aura des expressions analogue pour i, et i{,. De ces
expressions résulte que la quantité vectorielle :

T R 1w grad W — W graa v (33)
“Aximl 8% B : -
peut dire considérée comme la densilé moyenne de courant
¢lectrique associée au corpuscule. En comparant les formules

(30) et (33) aux formules (20) et (1), on voit que les den-
_-+

sités 8 et j sont lcs densités de charge et de courant qui exis-
teraient d'aprés la {héorie classique si la charge ¢ du cor-
puscule était répartie dans le fluide de probabilité
proportionnellement & la densité WW* de celui-ci.
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5. Intégrales premiéres en Mécanique ondulatoire. — En
Mécanique classique, on appelle «intégrale premiére » une
grandeur mécanique s’exprimant A 1’aide des coordonnées,
des moments et parfois du temps qui reste constante au cours
du mouvement en vertu méme des équations du mouvement,

Comment définira-1-on une intégrale premidre dans la nou-
velle Mécanique? Voici la réponse qu’on doit donner & cetic
question : si une grandeur mécanique correspond & un opé-
rateur A, cette grandeur est intégrale premiére dans un pro-
hiéme déterminé (c’est-A-dire pour une forme donnée de
I’Hamiltonien H) si l'on a ;

9A | 2w . y
_BT+ h (AH—HA)=0 (31)

ol % représente I'opérateur que 'on obtient en dérivant
formellement I'expression de A par rapport 3 la variable ¢.
oA
nt
exprime simplement que A commute avec H. On démontre
d’ailleurs que, si H est indépendant du temps, la condi-
tion (34) a la signification suivante : les élémenls de la ma-
trice engendrée par l'opératecur A dans le systéme des fone-
tions propres de l’opérateur H sont constantes.

Si le champ est constant, H ne dépendant pas du temps,
Pénergie est visiblement intégrale premigre : on retrouve un
théoréme classique. Si la composanie » du champ est nulle,
H ne dépend pas de z et permute avec p,: la composanie z
de la quantité de mouvement esl intégrale premidre comme
en Mécanique classique, etc,

Le cas le plus intéressant pour nous sera celui du moment
de rotation, Quand le champ présente la symétrie cylindrique
aulour d'un axe oz, Il ne dépend pas de 'azimut ¢ autonr
de cet axe. En prenant des axes dirccls et en convenant qu’a
une rotation de sens positif dans le plan zy correspond un
moment de rolation positif, Vopérateur correspondant au
moment de rotation autour de oz est:

Si A ne dépend pas de ¢, est nul et la condition (34)

- T |
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h 7 0
M,=ap, —ype =5 (}' PPk 3—y) (35)
En prenant des coordonnées sphérigues dont oz soit I'axe
polaire, on trouve :
h 2
'\{z = — ———— 36
2mi 9y (36)
Par suite, M, indépendant de { permute avec H et est inié-
grale premiére. Si le champ avait la symétrie sphérique
autour de 0, chacun des moments de rotation M, M, M, serait
intégrale premidre.
Nous pouvons simplifier la forme de la condition (34) en
introduisant {’opérateur :

h 0
Comme on a, f étant une fonction quelconque :
0 TA 9
¥ Alfy= FT (f)“l“i\('a{)
" 0N N Vit @ 0
l'opérateur T est équivalent & opérateur 5% A—-A. FTh
La condition (31) peut done s’éerire :
_ h {3 d
0= (All —~—HA)—]—2 1;1_(5—3 - A -—A-ﬁ)
h 9@ h o
= A{H ————]— —— 4. :
( =73 (H 2mat)“ (%%)
ou simplement :
AL—LA=0 (39)

La condition pour que la grandeur A soit intégrale pre-
miére est done simplement que I'opérateur A permute avec L.



CHAPITRE VII
Forme relativiste de la Mécanique ondulatoire

a une fonction d’'onde

1. Rappel de quelques formules de la Mécanique relativiste

INTRODUCTION du principe de Rela-
tivité en Mécanique a conduil Einsiein,
bicn avant 'apparition de la nouvelle
Mécanique, & modifier les équations
classiques de la Dynamigue New-
tonienne. Cette modification n'eniral-
nail d’ailleurs qu’un simple change-
ment de torme de certaines formules ;
la Mécanique relativisle d’Einstein conservait toutes les con-
ceptions classiques de point matériel, de vilesse, de trajec-
toire, de délerminisme mécanique, ete. Comparée i la Méca-
nique nouvelle, la Dynamique d'Finstein apparait donc
senlement comme une [égire modification de Ia théorie clas-
sique ayant pour objet de la rendre conforme au principe
de Relativité, Dans le paragraphe 2 du chapitre V, nous
sommes partis de formules de la Mécanique Newtonienne
pour obtenir P'équation de propagation de la Mécanique
ondulatoire ; nous avons ainsi obtenu une Mécanique ondu-
latoire qui naturellement n’est pas relativiste. Pour obienir
une Mécanique ondulatoire relativiste, il parait bien naturel
d’opérer comme au paragraphe 2 du chapitre mais en par-
tant des formules de la théorie Finsteinienne ; pour cela
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nous commencerons par rappeler quelques-unes de ces
formules.

En Mécanique relativiste, chaque corpuscule est caractérisé
par une grandeur invariante m., sa masse propre. Un des
principes fondamentaux de la théorie de Relativité étant la
proportionnalité de la masse et de I’énergie, le corpuscule de
masse m, possédera méme au repos une énergie interne ou
« énergie propre» donnée par :

a=mnC’ (1)

olt ¢ est la vitcsse de la lumidre dans le vide. Si le corpus-
cule est en mouvement avec une vitesse v=g¢, son énergie
cst

W M ¢?
o L/T:rj_? ’

(2)

Il y a encore proportionnalité entre 1’énergie et la masse
a condition de considérer que par suite du mouvement la
m,
1—g
On peut appeler « énergie cinétique » du corpuscule animé

de la vitesse 3¢ la quantité :

masse augmente et devient

m, ¢t 1 ’
T :VT"_:E?— my e =m, ¢ (m— '1) (3)
qui représente I’augmentation d’énergie due au mouvement.
. Les formules précédentes sont valables en 1'absence de
champ. Si le corpuscule est soumis 34 un champ de force
dérivant de la fonction potentielle U{x, ¥, z, t), on doit écrire
au lieu de (2):

m, c*
\V=“_"‘-““"° U &, ,Z,! 4
T—F + Uz, y,2,1) €
8i 8 est petit devant I'unité (v << ¢}, on obtient en pre-
miére approximation :

W =m, c’+-%~ mv* 4+ Uz, y, z, t} (5)

-
&
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et en posant
. E=W—m,¢* (6)

on retombe sur la formule classique ; E est donc 1’énergic
au sens de la Mécanique classique qui différe de 1’énergie W
de la Mécanique relativiste par le terme constant d’énergie
propre M. c*.
La quantité de mouvement du corpuscule de masse .
animé de la vitesse v=—"03c¢ est dans la théorie d’Einstein :
— -
p= m"—a_z V. (N
yi—2
Elle est en somme égale au produit de la vitesse par la

m
masse en mouvement —1-"—

2
Les trois composantes de la quaniiié de mouvement et la
quantité
m, ¢
/=7
constituent les 4 composantes d’un vecteur d’espace-temps.
Les formules précédentes doivent &tre modifiées dans le cas
trds important d’'un corpuscule de charge électrique & se
déplacant dans un champ électromagnétique. On sait que le

W,
(:— &1l 0’y a pas de champ
e

— -
champ électrique h et le champ magnétique H peuvent étre
définis & V'aide d’un potentiel scalaire V(z,y,2,¢) et d'un

—
potenliel vecteur A(z, vy, z, {) par les relations :

¥

D

T .7 19A
H=rotA; h=—gradV — — 55 (8)

La force qui s’exerce dans ce champ sur le corpuscule de

—
charge ¢ animé de la vitesse v est donnée par la formule de
Lorentz :

— - ] > >
f=e(h v H]) 9)
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[’énergie du corpuscule est alors ;

W= TN, y.5 b (10

T—5
et sa quantité de mouvement cst:

> —
;)"_: myv N Az, y. 2, 1)
JT—5 c

(1

Le fait nouveau ici cst que la quantité de mouvement, lout
comme I'énergie, contienl, en plus du lerme dépendant de
la vitesse, un terme dépermdant du champ : en général la quan-

5
tité de mouvement p n’est plus dirigée suivant la vilesse.

r

— W
Les composantes de p et la quaniiié - forment cncore les

composantes d'un vecteur d’espace-lemps.
Les équations (1) et (11) nous fournissent la relation :

1 . \" = AN .
~ (W — V) — L (p_,. - ‘-”J —mtet =0 (12)
ANV, 3 ;

qui va jouer un role essenliel pour obtenir une équation
d’onde relativisie en Mécanique ondulatoire.
Si nous résolvens {12} par rapport & W, nous obtenons :

[ TN T A
W=¢ |.f’ m,* ¢ -+ 2 (p_, — \") S EEAY (13)

NN, 3 C
- Le second membre de celte équation peut étre désigné par
H(x, ¥, z, p,, p;» P» £) et est [a fonction Hamiltonienne rela-
liviste. Ce n’est pas une fonction rationnelle.

2. La Mécanique ondulatoire relativiste. —— Pour obtenir
I'équation d’onde de la Mécanique ondulatoire relativiste,
il parait tout nalurel ¢'opérer comme au paragraphe 2 du
chapitre V ¢n partant non plus des formules de la Dyna-
mique classique, mais dc celles de la Dynamique relativiste.
Malheureusement il se présenle lout de suite une difficulié :
la fonction Hamillonienne définie par le second membre de
(13) n’élant pas rationuclle, Pexpression que 1'on oblient en
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; 1 1 r— h o ¢le In've! clle-méme pas ration
y remplagant p, par— s =—cle. noest e e | -

(1Y

2 . . . .
nelle ecn — ¢te. el ne représente pas un opérateur bicn dé-
ar

fini, On ne peul done pas appliquer littéralement Tn méthode
du paragraphe 2, chapitre V, ¢’esl-i-dire poser comme équa-
h aw
2wi ot
Il y a cependanl un moyen indirect de tourner la difficulté
en utilisant 'équalion (12) au licu de (13). Pour cela on
remargue que déja dans la méthode non relativiste du cha-
pitee ¥, quand on passe de 'équation classique H=L i
h 311.‘

tion d’ondc: H (\F) ==

Péqualion d'onde I (W) = on remplace en somime

I’énergie E par I'opérateur . Il parait done naturel de

t
2=i 9t
remplacer ici W par cel opérateur; ct cela est d’autant plus
logique qu’au point de vue refativiste I'énergie et la quantité
de mouvement formant un vecteur d’espace-temps, si 1'on

remplace chaque p, par— -"}%!'_6%’“' doil étre remplacé par
RY
2=iot '

IEn faisant cos substitutions dans le premicr membre de
{12}, on obtient

1/ h 9 ! h 9 £ 2
L L L0 EAY omre (14
¢* (2 =it ) _\-;; (2 wige ' ¢ ‘*) me ¢ (14)
c'est-d-dire un opéraleur rationnel,

En appliquant Uopératenr (14) a la fonction WIf ¢t en éga-
lant & zéro, on trouve :

(') La dilférence e signe s’explique en remarquant que
A 2 2 0
oz’ a_v 9z 7 Ot
sont des composantes covarianfes tandis que p. py p; W sont fes com-
posantes contrevariantes de’l'lmpulsion d’Univers.
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1/{h @ .
_tf _viw— g e 2
(21” ot ¢ ) r,z,,(2r13x+ A)q myt et
(15)

ct cette équation peut éire regardée comme 1’'extension rela-
tivistc naturelle de I’équation d’onde de 1a Mécanique ondu-
latoire primitive,

8i nous développons l'équation (15) en tenant compte de
la relation de Lorentz entre les potentiels :

13V
T + div_ A =0 (16)
nous ohlenons :
1 9*vw \ dxieVoWl 4dAxi ei oW
_ AW __ETIEVOR  RTE
P Ta - h ¥ 9t h ;Z~ ¢ ox
“2
_| m, e p (V:— A'z)l V=0. (17)

Pour des raisons que nous aurons 3 exposer plus tard,
Dirac considére celte équation de propagation relativiste
comme insuffisante. Nous voyons d’ailleurs tout de suite
qu’elle différe beaucoup de 1’équation non relativiste & un
point de vue important : ¢’est une équation différentielle du
second ordre par rapport au temps au lieu d’étre une équation
différentielle du premier ordre,

Dans le cas important ot le champ électromagnétique est

—

nul (V—=A=0), I'équation (17) s’'éerit:
1 9*W 1=’
¢ R
et elle admet comme solution particulitre I’'onde monochro-
matique plane :

Al — mS2 et W (18)

2=
= [Wt — pz — pyy — psz| ,
T—Ce" (19)

w*
car on a alors T Pt —pt—pl=ms ¢ d'aprés (12).

AT
[’onde (19) posstde la fréquence v = \% ct la longueur d’onde

e
)

o a e e
BV <
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h . .
} ==—; elle correspond au mouvement rectiligne uniforme
p

d’un corpuscule dont Uénergie et la quantité de mouvement
sout parfaitement déterminées alors que sa position st entié-
rement indéterminée. Si I'on compare la formule (19) avec
la formule (7) du chapiire V, on verra que la seule diffé-
rence essenliclle introduile ici par la Relativité est la substi-
tution de I’énergic compléle W & Uénergie E=W —m,¢’
de la Mécanique classique.

3. Deunsité et courant de probabilité correspondant a I’équa-
tion (17).— L'application des principes généraux énoncés aux
chapitres V et VI 4 I'équation d’onde (17) souldve de grandes
difficullés. En particulier cela n’a plus un sens clair de dire
que la fonclion d’onde W doit élre normée car on ne peut
plus démonirer avec 1’'équation (17) que, si U est normée
A un instant donné, elle reste ensuite toujours normée, Cette
difficulté sc rattache essentiellement, comme nous le verrons
au chapitre X, & ce que ’équation (17) étanl du second ordre
par rapport au lemps, sa solution n’est pas déterminée quand
on connait sculement la forme initiale de la fonction .

Il est néanmoins encore possible avec 1'équation (17) de
considérer un fluide de probabilité qui se conserve au cours
du temps en vertu méme de ’équation de propagation, mais
la densité de ce fluide s’exprime en fonction non senlement

)\ i)
de U, mais aussi (l(:.aa_:. Posons en effet :

v

h A+ 2\ g
- (e I ) LA VRN [
A=im, ¢t ( l ot l ol ) m,c? v (20)

] . : -
o e (‘l' grad U™ — U™ grad 'I-") - — AN (207
s i ¢l (‘

O

1 =im,

équalions qui définissent la répartition et le mouvement d’un
—
fluide fictif de probabilité car ¢ el zu sont réels

N

Ferivons maintenant ['équation conjuguée e (17,
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1 "-Il] * ) 4‘ , c all—r
—_ e e AN - i
PR & Al - h &' Bt
Ani e 3‘1 -1 = o z? B ’
T z “’B:r+ h* ))"2(““1'_72'(\?—!'\?)J I=0.

(17%)
Multiplions {17) par U™ ¢t retranchons (17%) multiplié
par W. On trouve d'une part les lermes :
02w PR 4= e ( ou> au’
. _ L R o T A | (D
((qf ot lot’) \‘lat{' )
qu’on peut éerire :

o [1 Al U™y  Awi
A P b (S T X Ve
ot lc"(I ot I ac) R VI }

twice

I A ’\*
1 h(qv 8

et d’autre part, on a les termes :

P U W
— U AN Ayt _4 "l te Z ("\.cl[-‘ a_i -+ . xl|-'?_ IJ: )

¢oaas

qu’'on peut éceire :

DK l( alj_.];-*?"')_"_**f_i;x,, qul-'*]

\‘-18[ o« 0.

Au lolal, nous obtenons I'équation :

o 11 ot Gt 702 voypes
‘az_f-f(' i at)—'—h"a""”
t —>
—|—di\'|‘l"gmd U grad W —1_;-'- FAYT ‘
LI s (1 aat-} diy A):O. (21)

Le dernicr terme est nul ¢n raison de la relalion de

Lorentz (16}. Multiplions par h, ct tenons compte de
4w im,

(20) et (R0%); il vient:
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~
o

. - oa
a—i d-div(pa)y =10 {22)
c'est-a-dire l'équation qui exprime la conservalion du
fluide (*).

A la répartition ct au mouvement du fluide de probabilité
associé & un corpuscule de charge électrique ¢, nous pou-
vons faire correspondre une densité électrique p € et une den-

—

sité de courant pzu comme nous I’avons fait & la fin du cha-
pitre précédent dans le cas de non-relativité.

On se rendra compte des difficultés qu’il y a & concilier
les principes généraux admis au chapitre V avec la forme
relativisie (17) de U'équalion des ondes en se reportant & la
facon dont nous avons justifié le principe des interférences
au paragraphe 5 de ce chapitre ¥. Du raisonnement exposé
a cel endroil, il résulte que la probabilité pour qu'une mesure
faile & l'inslani ¢ permette de localiser le corpuscule dans
un élément d= de Pespace est WW'*d< ; ce résultat est obtenu
sans faire ancune hypothése sur ’équalion de propagation a
laquelle obéit la fonction d’onrde W et il devrait donc étre
encore valable ici. Cependant la densité p du fluide de pro-
babilité donnée par la relalion (20), densité dont I'expres-
sion est imposée par la nécessité de satisfaire la condition de
conservation, ne se réduil pas & WW*, Il y a donc contradic-
tion entre les principes généraux du chapitre V et la {forme
relativiste (17) de I'équation de propagation, C'est le souci
d’éviter une telle contradiclion qui a conduit M. Dirac
fonder la mécanique ondulatoire relativisie du corpuscule
sur unc base différente de équation (17).

—

(1) I1 semblerait qu'on aurait pu définir p et p u c¢n prenant les
seconds membres de (20) et {20/} multipliés par une constante réellc
quelconque, mais les Aéfinilions (20) et (20) s’imposent si Von
veui retrouver 3 I'approximation newtonienne l'expression p == Wi*
comme on s'en rendra compte aiséinent,



CHAPITRE V]Il

Succes et échecs de la Mécanique ondulatoire
3 une fonction d’onde

1. Calcul des énergies quantifices;
exemple de Palome d hydrogeére

AR application de ses principes géné-
raux, Ja Mécanique ondulaloire (non
relativisie) détermine 1'énergic des
¢lats stationnaires pour les sysidmes
quantifiés en calculant les valcurs
propres de Yopéraleur Hamiltonien
correspondant. Cette nouvelle méthode
de quanlification inaugurée par les
célébres travaux de M. Schridinger (') a conduit & retrouver

il

dans certains cas le vésullat de Uancicnne théorie des quanta
¢t dans d’aulres cas elle a corrigé les résultals anciens dans

un sens plus conforme & I'expéricuce (oscillatenr linéairve),
Nous rappelicrons el senlement la quantification de
I'alome d hydrogéne et nous nous servirons comme Schri-
dinger de la théorie non relativiste.
Nous considérons un €lectron de masse nt et de charge — e
dans le champ produit par un novau fixe de charge 4.
Ecrivons 'équation :
Hia'=FE .« (1

('3 Voir . Scuridnxaer,  Abhandinngen zur \Wellenmechanik,
1. A Barth, Leipzig.



98 SUCCES ET ECHLCS DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

1 e’
LA SO O
P —|— ] =10, (2)

Prenons des coordonnées polaires r, 0, 9 autour du noyau
el posons :

en prenant pour U Popérateur

8 u "l
Nous oblenons : Aa+4 ——

a(r,0,¢)=R(r)Y(9,¢) (3)

En tenant compte de la forme du Laplacien en coordonnées
pelaires, nous avons :

(PI{ dl{ 1 a*Y
et T2 .

rdr "y smma@* +

1 d 0 8=t ml, e
r’sinﬂa‘i( inf (36) T [I }‘17

Ol encore :

Fd*R | 21 dR | 8z*m e’
e P2y 2200 L ol RIS |
! [R dr?'+1}{ dr °  h ( +1)]
1 1 3d°Y o f aY
- fy )
Y [sm" 09 + hm(laﬁ ( in dh )] )
Les deux membres de (3) dépendant I'un du rayon vee-
teur seulement, 'autre des angles polaires sculement, doi-
vent élre égaux i une méme conslante A ef [‘on a :
1 Y , 1 0 LAY :
sinh 9 of T gint 24 (“m ! BU)+) Y==0 (6)
On démontre que 1'équalion (6) n’a de solulions finies,
uniformes et contfinucs sur fa sphére du rayon un que si _
'on a: 1
A=I11+1) avee I==0,1, 2. (7)

RY =0 )

Les valeurs (7) de ) sont les valeurs propres de 1'équa-
tion {6). A la valeur propre définic par unc cerlaine valeur
enfiere de { correspondent les (214-1) fonctions propres
(non normées):
di+m

”n & “ im m 3 e sk
—-ems P (cos®) =eimisin™l . ——— .
( ) ( ) (d COs (j)) -m

{(1—cos")’
(8)-
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Les fonctions Y™ sont les fonctlions sphériques de Laplace.
Elles forment un sysiéme compict pour les variables ¢ et f,
ce qui justifie a posteriori la décomposition (3).
Ceci posé, il résuite cncore de (5) que R doit satisfaire &
I’équation :

@R 2dR G
art +; Far TR (A+_ *_5)_0 )
avec:
8'PmE . 8x'm , ,
A= h B T‘/ H C—l(t—*‘—l) (10)

Schridinger a démonlré que toules les valeurs positives
de L sont valeurs propres de (9) et forment par suite un
spectreA continu. Mais ces valeurs propres positives de I’éner-
gie correspondent, comme en Mécanique classique, A des
mouvements libres de 1’électron hors de I’atome et ne nous
intéressent pas ici.

Pour trouver les valeurs propres négatives, introduisons
la variable réelle :

g=2/—A r:’l;l/—zmn. r (11)
1l est visible sur I’équation (8) que, pour r trés grand, R

a la forme asymptolique ==, la solution e+ £ devant &tre
¢cartée car elle est infinie & I'infini. Posons donc :

R.-:e“‘v(o) (12)
En substituant (11} et (12) dans (9), nous trouvons aisé-

ment :
v (2 dv B 1 1¢ 1) .
R e e e e A
Ceci cst une équation différentielle linéaire admeltant &
distance finie le scul point singulier p==0. La théorie des
équations linéaires permet alors de voir aisément que I’équa-
tion (13) admet une seule solulion régulidre au voisinage du
point c=0-¢t finic en ce point et que cette solution cst e
la forme :

o]
]

o) =Dzt (a9

K
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En substituant (14) dans (13), nous trouvons la relation
de récurrence :

[y )2 (v 11y — L(IH1D)] a,+;
v-pld1 ————la, (15)
I + l/

——l
La fonction R(p) sera nulle A I'infini si tous les a, sont
nuls & partir d’'un certain «,; d’aprés la formule (15),
faul pour cela que l'on ait :

B
2_‘/_1'_1’4 t+1=n (nentier > 1) (16)

D'ou d’apreés les valeurs (10):

B—_2Fme (7
T n®h’

La Mécanique ondulatoire non relativiste donne donc la
formule de Bohr,

Remarquons qu'il v a ici une dégénérescence accentnée
car A unc valeur propre E,, ¢’esl-a-dire & une valenr donnée
de n, correspondent d’aprds (16) n valeurs possibles de |
savoir 0, 1, ..., n—1 et & chaque valeur de I correspondent
2141 fonctions sphériques Y. Donc & une valeur propre
I5,, correspondent des founctions propres a=1RY en nombre

n—I|

ol i Zl(2£-|- 1)=2 n (n + n=n? Toules les valeurs

propres osoni donce mulliplog sauf celle qui correspond A
n=1,

Le nombre quantique 1 correspond au nombre k—1 de
P'ancienne théorie des quanta; il peut prendre les valeurs
0,1 ..., n—1 alors que le nombre & de 'ancienne théorie
prenait les valeurs 1, 2 ... n. Le nombre m dépend du choix
de I'axe polaire qui est enlidrement arbitraire en 1'absence
de champ extérieur. Tl est aisé de vérifier que les moments
de rotation M, M, M. sont des intégrales premigres comme
cela doit étre & cause de la svméirie sphérique du champ
Coulombicn.
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Notons enfin qu’en reprenant le caleul pour un atome de
charge centrale + Ne ionisé (N—1) fois, on trouve

AxtmetN?
E=——37+ 18
- ntht (18)
‘d’ot I'on peut tirer comme dans I'ancienne théorie une
justification approchée de la loi de Moseley.

2. La structure fine et Ia Mécanique ondulatoire relativiste.
— En calculant les valeurs possibles de I'énergie pour ’'atome
d’hydrogéne, nous avons retrouvé le résullat simple de Bohr,
11 est tout naturel de nous demander maintenant si, en em-
ployant Ja forme relativistie de la Mécanique ondulatoire dé-
veloppée au chapitee précédent, nous pourrons relrouver la
structure fine de Sommerfeld. Mais il se présente aussildt une
difficulté, nous ne pouvons chercher & déterminer les valeurs
propres de 'opéraleur ITamiltonicn parce que cet opérateur
dans la théorie du dernier chapitre n’cst pas bien déterminé,
nous 'avong vu. Néanmoins il ¥y a une manidre assez natu-
relle (bien ¢ue mal en accordt avec les principes généraux)
de tourner la difficulté. En effet, chercher les valeurs propres
de I'énergie revient & chercher les fréquences propres de
I’équation des ondes, Prenons donc 1'équation d'onde rela-
tiviste (17) du dernier chapitre et supposons que ¥ soit une
onde monochromalique ne dépendant du temps que par le
facteur ez;rt“" . On (rouve alors en notant que dans

_—

I’alome d’hydrogéne A=0:

4zt
AW h’%‘ [(\V—-eV)’— m,t et | =0 (19)
Dans le cas de 'atome d hydrogéne, s:—c(-t'\-’:i;

donc le crochet de (19) s’écrit :

pf\?
(mo -LE+ , ) —=m et =Ef -2 m,* E-|-

2t . et
- {m,e*+E)+ - 20
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31':_ Wt
} . }
ct comme par hypotheéseW—a (r,4,9)e * ,ona:

2 9 2 4
dat 3T [Eurzmoc’ B2 (moc 4 )4 fe} =0 (21

En posant encore ici la décomposition (3), on voit aisé-
ment que Y(8, o) doit &ire une fonction sphérique de La-
place et que R(r) doit obéir 3 ["équation :

&R | 2dR B G
S +;W+[A+F+r2]ll——=() (22)

avec les notations :

8xlm E 8=lm E
A = - -—-o ‘: ( ! H = ____ﬂ s | - .
wo P ) B= e (1 +moc?)’

2m, ¢t
4=tet
C—=— L1}y s (23)
he
[’expression de G peut aussi s’écrire :
C=—ll+1) 1+ (23"
. 2me? . \
o a= —oy est la constante de structure fine de Som-

merfeld.

De I'équation {22) nous déduisons que R a la forme asymp-
totique @~ * avec =2,/ — A.r ct en vosant :
R()=e~ Tv(p) (24)
nous obtenons par subslitution dans (22):

dv (2 v, B 1 G )

T (?_ 1)5:9’-‘ [(21.:’;—,-\— 1)? + 9’] =0 @)

(’est une équation différentielle linéaire admettant comme

seule singularité & distance finie le point p=0. D’aprés la

théorie générale des équalions linéaires, il existe, au plus,

deux solutions de (25) qui sont régulitres au voisinage de
p==0 el de la forme :

v(p)=p1 Zm o (o # 0) (26)

v
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" L’exposant v (non nécessairement entier) est donné par
1'équation déterminante :

vy =D F2y+HG=7@r+ 22— 41)=0 27

gu’on peut écrire aussi bien :

(V+1)2—(l+1—)?—12 (28)
-7 A 2 ,
On a donc les deux valeurs de vy :

1 TN

On écarte la solution correspondant au sign¢ — en remar-
quant que la fonction v(p) correspondante aurait un podle
pour p=0. Nous garderons donc la formule (29) avec Ie
signe . Il convienl de remarquer que méme avec le
signe -I- elle soul¢ve une petite difficulté si =20 car elle
donne alors une valeur négative trés petile de y et la fonc-
tion »(p) est infinie (d'un ordre trés petit, il est vrai) en
0==0; nous conviendrons de passer sur cette difficulté que
nous retrouverons dans la théorie de Dirac parce que la fonc-
tion v(g) bien qu’infinic en p==0, est cepcndant de carré
sommable.

Si nous introduisons la forme (26) dans (25), nous obte-
nons la relation de récurrence :

[+y+ DO+ 4204y + D +Clay =
' B
N Y PV T .
La fonction R sera nulle & I'infini si tous les o supérieurs &
un certain a, sont nuls, ce qui arrivera si I’on a:

B
) ~ 1= —— ;
ptv+ 2 31
En substituant dans (31) les valeurs de A, de B et de vy,
on trouve :
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(el

V—z—h(‘: = ;): o)+ ”TJF—;)T (32)

m, ¢’ 2m,ct

d’ou :

2K (. B
" el tame)
TR V7 i T
! / k4 S
[(P‘]‘Q‘)T’]/’ (l‘i'é) —* ) ( +mocz)
En ajoutant 1'unité aux deux membres ¢t cn prenant les
inverses, on oblicnt aisément :

E -k
l P+ 9 +|/l +— —x]

C'est une formule trés analogue i la formulc ancienne de
Sommerfeld [formule (387 du chapitre T] mais ol les nom-
bres entiers n, et n, sont respectivement remplacés par

1
5

Si nous définissons un nombre quantique total n par la
relation :

p—!—% et {-r

n=(ptg) (14 5)=p i (35)

et si nous développons (34) suivant les puissances de o en
négligeant les termes d’ordre supéricur au second, nous obte-
nons la formule approchée :
B RA | 2! n 3 (36)
AL RS 1 4 '

L4

R=C0C" de Rydberg. La formule {36} cst & comparer 2 la
formule (41) du chapitre 1.

)
<
2

P

i e |
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Quand on reprend le méme calcul pour un atome de rang

N ionisé (N—1) fois, on trouve au lieu de (36):

RAEN? | «* N? n 3
S e A Y B

| 1
l +§

E”1=—“

analogue 2 la formule (44) du chapitre L.

Dans le cas des Rayons X, en se bornant & considérer gros-
gidrement les élecirons intérieurs comme formant écran élec-
trostatique, on obtient :

E. — RA(N —z,) ’ _i‘aﬁ (N—z}/ n 3
= nt nt 1 1 || 38)
I-}—?

et cette formule donnant la structure fine des fermes spec-
traux X ¢st & comparer avec 'ancienne formule (9) du cha-
pitre IIT.

Malheureusement 1'accord des anciennes formules de Som-
merfeld avee 'expérience ne se retrouve pas ici. Prenons par
cxemple les doublets de la série de Balmer. Une raie de la
séric de Balmer, dans le schéma primitif de Bohr, est engen-
drée lors du passage de 'alome H d'un élat initial d’éner-
gie E; & un état final caractérisé par n=2. Pour Sommer-
feld, au nombre uantique n =2 correspondent deux valeurs
possibles du nombre guantique azimutal k=1et k=2 ; d’on
une structure fine de chaque raie ui est en réalité un dou-
blet, I'écartement du doublet en fréquence devant dtre d’aprés
la formule (40) du chapitre T égal A :
= 0,36 cm™'. (39)

ov

[

1 (]'1‘22 - E“):R‘_’-?(g - E) = B—d!
h 2441 2 16

Ce nombre quoiqu’un peu fort est en assez bon accord
avee expérience. Avec notre nouvelle formule (36), nous
devons attribuer aux deux niveaux responsables des doublets
de Balmer les nombres quantiques n=2, I=0et n=2, =1
et nous trouvons :
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N R« /2 2 Ra® 8
24 1 31 16 3°
2 2

(40)

Nous trouvons donc les 2 de I'ancien nombre qui était

déja plutdt trop grand !

De méme pour les Rayons X, on trouverait par la for-
mule (38) un nombre trop grand pour I'écartement des dou-
blets dits de Sommerfeld.

De plus il reste toujours ici.la difficulté déja signalée : il
cst certain, du moins pour les Rayons X, que les niveaux
responsables de la structure fine de Sommerfeld ont le méme
nombre quanlique k (c’est-a-dire le méme nombre =% — 1}
et différent par un nombre quantique j que la théorie précé-
dente ignore totalement.

Ainsi donc Ia Mécaniquc ondulaloire relativiste développée
au précédent chapitre se montre insuffisante puisque, sans
parvenir A résoudre les anciennes difficuliés, elle en intro-
duit au contraire de nouvelles.

3. La Mécanique ondulatoire a une fonction d’onde et 'elet
Zeeman, — Nous allons voir maintenant que la Mécanique
ondulatoire primitive (3 une fonclion d’onde) ne peut pas
rendre compte de l'cffet Zeeman anomal.

Considérons un atome plongé dans un champ magnétique
_—
uniforme H. Prenons la direction du ¢hamp pour axe des z:
nous pouvons alors ¢crire le potentiel vecteur dont dérive le
—
champ 11 sous la forme.

My Hx
;\,,,———2— A, = 5 A, =0 (41)
— —

car la relation H=rot A donne alors H,=H,=0et H.=11.
L’équation d’onde relativiste (17) du dernier chapitre s’écrit
alors (e = — @) :
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d=ieVd d=i e 0 'l'
{ o 7’ r’t ,\2,-‘, A

myt e’ — F* (\-’9 — A)| W =0, (12)

Nous allons démontrer le théoréme suivant qui n’est autre
que la transposilion en Mécanique ondulatoire du théoréme
classique de Larmor rappelé au chapitre IV, parag. 2 :

3

b
\
P
7

o Théoréme : Lorsque le champ H est assez faible et que 1'on
s néglige les corrections de relativité, 1’équation d’onde de
I’'atome exprimée dans un systtme de référence qui tourne

autour de la direclion du champ H avec la vitessc angulaire :

1 eH
O == =
2 my

(43)

est la méme que si le sysitme de référer e ne lournait pas ct
si le champ H n’existait pas,

D’aprés nos hypothéses, nous supposerons H petit et H*

B

négligeable ; de méme nous supposcrons 'ri:rndc" pelit
(approximation Newtonienne) et +* négligeable. Enfin nous
négligerons aussi le produit +Il.

Nous prenons toujours un systtme d’axes oxyz directs.
L’axe oz servant d’axe cylindrique, définissons les coordon-
nées cylindriques z, g, ¢ par les formules usuclles :

r=pcosg y=p sing =2 (44)
On a alors grice & (41):
4wiec N 2zie oY o
W Z Aror = M (’ 7 )
2ni e o'W .
=—5- - Er (45)
et 'équation (42) s’écrit en coordonnées cylindriques en né-
gligeant A*:

A UL I oW a 8\ t 2% txieV oW
8z’+3"+?'8_‘:- 290 ol + h™ ' 3
2nie 39 dxtf Ve |

—-T T][ 'a,;‘— h (Hlo ¢ — T) | (46)
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Prenons maintenant un systeme de coordonnées cylindri-

ques 2’ ¢'<’ qui lourne autour de oz avec la vitesse angu-
laire (43). On a:
=z p=p 4l=me—0t t'=t (47)
et par suite {en négligeant o* de 'ordre de 11°}:
9 _0. 8 _¢. 9 9 .8 8 8
9z 97z’ 9p @z’ oz @ ' ot of ae’
a? ¢ 2 az
. 909 47
at! atf! o a,‘:‘l a(’ (1 )
L'¢quation (46) s'éecrit donc dans le systéme des variables
primées :

R a“l [
'8 z” a,_nz % —!

o A 19°% 1 W d=ieval

L P VAL W T
20 a"r 41‘:0\' " 2mie QW

Fewar TR % T R e gy

1r? PERYE:
= Te (mn! ¢t — - ) r (48)

© Or on a en (enant compte de (43) et en négligeant o 4, :

2o W 20 9 [Pmi J_2=ie @l
TIIT o 2 I iy € (1 -{- ) ll" n wHae Py
(19)
o\ . o
Le terme —; — _ compense done & 'approximation

of 8'{" at’
admise le dernier 1erme dans le prermier membre de (48).
Comme { U'approximation Newtonicnne l'énergie potentielle
doit  ¢tre regardée comme (trés petite devant ['énergie
4=iey oU

interne o, e®, le terme e ;0—0 B vsl négligeable devant
t ¢ 5 i
e 1 4sieV 9 W
e terme — —5 ——
h ¢ oa!

Finalement I'équation (48) =e réduit a :
onr | ot 19w 1 9'W 1 o°W
FYL FRk | 2o | o poft ot ot
\ ¥ D 1 3

4 ‘»le\ra y- ‘l.‘TC' * V2 .
PR T (”‘02 = ) W (50)

i
}

INUTRIGNE

g,
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Cette équalion est la méme que si le systéme primé ne {our-
nait pas et si le champ H n'exigtail pas: le théoréme de
Larmor est donc démontré.

Nous allons alors retrouver tout de suite 1'eflet Zeeman
normal. En effel, en I'absence de champ magnélique exté-
rieur, l'état slationnaire caractérisé par les deux nombres
quantiques » et I el d’énergic Ep - correspond dans le sys.
12me fixe z,p, ¢ & une fonclion d’onde de la forme:

2nrt ) ‘o
Wiz, p,¢, ) =F(p,2) ¢ "¥e e ) (51)

m étant un entier positif ou négatif. En vertu du théoréme
démontré plus haut, la fonction M’ aura, en présence du
champ H, une expression de méme forme dans le sysiéme
2, ¢, <. On aura donc .

2nd P N
inte! iy et 4 B
Y- (Z!, .O’, ’5', t') — (::,', z’) e L4 e 1 ( " )

i

En vertu de (47), la fonclion d’onde aura comme expres-
ston dans le sysitme fixe:

{3

. 2xi .0
. mig—oh - m, e+ Vo) !
Ui, 0,25,0=F(@ze e { )

2nf H 7 v h
toe L e A W — ol ¢t
ot S 53)

=F@,2)e

L'énergie E¥ de 'adorae dans de sysleme fixe en présence
du champ II est donc :

ho ¢hH
=K —m - = —m——. 54
Fui i O ni 1= m, ¢ ( )

Les fermes speetraux sont done modifiés par Padjonetion

, : cH . :
d’un multiple de s O la raic de {réquence
™M, ¢

 — 1 D0 an
P | o T Yy
h ;
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a en présence du champ de fréquence

¢H

v+ (m—m)y —— .
T )41:1710(.'.

[l suffit d'admetire la régle de sélection Zm=—=90, + 1 que
nous justifierons plus loin peour reirouver 'effet Zeeman
normal, mais il n'y a pas trace dans cette (héorie des ano-
malies et du facteur de Landé. La Mécanique ondulatoire a
une fonction d’onde ne donne done rien de plus que la théo-
rie classique ou que l'ancienne théorie des quanta.

4. Les «régles de sélection» en Mécanique ondulatoire.
— En électromagnétisme classique, quand une distribution
d'¢lectricité est animée de mouvements aceélérés, il y a émis-
sion d’une radiation électromagnélique. Si p(x, ¥, 2, 1) est la
densité de Ja distribution électricque, Pinlensité du rayonne-
meni ¢mis est délerminée en premiére approximation par le

—
momenl électrique ¢’esl-a-dire par le vectear m de compo-
gsanles rectangulaires données par:

m,—= [ /- /~9 zdedydz; m,= ./‘ ( /‘p vdedyvdz;
m, = /‘ /ﬁ /*F zdrdydz. (H3)

Si T'on suppose les quanlités (55} développées en séries de
Fourier sous la forme :

m, = (! -}—Z nil cos (2@ L+ 2) (56)

I"énergie émise par seconde en rayonnement de fréquence

dont la vibration électrique est paralldle 3 I'axe des z est
ale 1 6= e
égrale 2 g (m!)*.

La connaissance du moment électrique d’une distribufion
permet done de prévoir les fréquences, polarisations et inten-
sités du rayonnement émis.
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Avec les idées classiques, la radiation est émise d’une fagon
continue et 1'énergie rayonnée est empruntée progressivement
au mouvement de la distribution électrique, mouvement qui
g’amortit en conséquence. Dans la théorie des quanta, les
choses se présentent lrés différemment : la radiation cst émise
gous la forme d’un guantum hv lors du passage d'un état
ﬁuantiﬁé 3 un autre. Pour évalucr I'iniensité émisc sous
forme de radiation par unc assemblée d'atomes émetteurs, il
faut raisonner statistiquement comme il suit: si N, est le
nombre des atomes dans 1'état d’énergic E,, il y a une cer-
taine probabilité P,.dt pour qu’un de ces atomes passe dans
1'état d’énergic E,, pendant le temps df ct 'énergie rayonnée
par seconde sera (en supposant N, asscz grand pour que sa
décroissance soit négligeable):

N, P (B, — By =N, I, htv,.,. (57)

Le probléme esl d’évaluer la probabilité P,,. Pour cela,
M. Bohr esi parti d'une idéc féconde : celle de correspon-
dance. Jl a admis que pour les é8lats stationnaires trds voi-
sins qui correspondent aux grandes valeurs des nombres
quantiques, on devait relrouver asymplotiquement les lois
classiques et il a pu ainsi énoncer cerlaines régles pour la
prévision des inlensilés et des polarisalions. Le développe-
ment de la nouvelle Mécanique a permis de préciser les régles
pressenties par M. Bohr.

Pour fairc comprendrc comment on peunt parvenir aux
nouvelles régles de prévision pour les intensités et les pola-
risations, nous commencerons par raisonner comme le fit
d’abord M. Schridinger. Considérons un systtme atomique
A un électron dont la fonction d’onde soit

2l
W= e, a, @y, 200 (58)
"
Nous avons vu qu’on pouvait lui associer la distribution
d'électricité moyenne définic par la densité 3 =— eWW™* ; le
mament électrique correspondant est :
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m,=—e [ /‘ [.z' Y'Y (g

. En—LEu) !
= (¥ - Y(«()c,,c,,, [/ /m @, d—e - (Fn —¥a) (59)
nl)‘
ete. Or Vintégrale qui figure au dernier membre de (59) est
Pétément ’indices mn de la malrice engendrée par U'opé-
raleur x . dans le systéme des a,. Si on le désigne par X,,,, on
peut éerire (5%) sous la forme :

wolom
— (‘:'e —l— 2 (“‘ 0) |‘."! ‘ ,,.| " an, '
cos 2 = K. —E, ! — (60)
h i

Les fréquences qui apparaissent dans le développement

: . E,—E,
(G0 sont précisément des fréquences v, = "‘7’—' de
!

Bohr. 11 est done tout A fait naturel de penser qu'un ensemb'e
J’atomes se trouvant dans U'élal défini par la fonetion
d'onde (H8) émettra la raie de fréquence v, avee une inlen-
sité proportionnelle i v,,* X, 2.

Mais, nous I'avons vu, l(: fait ¢que les radiations sont émises
par quanta liés aux fransitions entre états stationnaires nous
oblige & nous séparer de I'image elassique d’une distribution
élecirique de densilé — U™ qui ravonnerait simultanément
¢t contintiment 1outes les fréquences de Bohr, Nous sommes
contraints, conformément & VUesprit méme de la nonvelle

Mécanique, d'adopter un énoncé purement stalistique, Voici
I'énoncé que nous devons adopter pour éviter toule contra-
diction : « Soil une assemblée d’atomes identiques pour les-
quelles on o les fonctions propres g, de Uopératenr Hamil-
tonien et par suile les composanles de mairice de la forme

X = [u,d* x - a,dr;

supposons que dans cette assemblée, il y ait N, alomes dans

o
I3

I'étal d'énergie F,. La quantité d’énergie émise par seconde
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par I’ensemble des alomes sous la forme d’un rayonnement

E,—E, . . .
de fréquence v”"‘:—hﬁ ayanl sa vibration électrique
, 644, .
parallele & 'axe des x esl égale & N,,—q—(‘T Vo' | X [F2 9

En comparant avec (57, on voit que la probabilité |P,,].
des transitions produisant le¢ rayonnement ¢n queslion est

donnée par :

X 61 =% v,,° :
[I nm].v — —3_0_‘ _h_ nml

(61)

Ceci cst donc la probabilité de passage par unité de temps
pour un atome de I'état E, & 1'état 15, avec émission d’une
radiation dont la vibration soit paralléle & 1’axe des 2. Quand
pour deux états E, et E,, les trois probabilités [1,,]; [P..],
et [P,.]; s¢ trouvent nulles & la fois, I'émission du rayon-
nement de fréquence v,, n’a pas lieu récllement. On démonire
qu’il en est ainsi pour loutes les transitions qui ne satisfont
pas simultanément aux relations :

ol==+1 &m = 2_1. (G2)

La Mécanique ondulatoire permet danc de justifier les
régles de sélection pour les nombres quantiques ! et m. Bicn
entendu, elle ne peut justifier la troisiéme régle de sélection,

of = _, 1> due nous avons rencontrée puisqu’elle ignore le
nombre j, Nous verrons que la théoric de Dirac permet de

relronver U'ensemble des (rois régles de sélection.




DEUXIEME PARTIE

LA THEORIE
DE L’ELECTRON MAGNETIQUE ET TOURNANT DE DIRAC
PRINCIPES GENERAUX



CHAPITRE IX

La tentative de Pauli

1. Rotation de I’électron et polarisation de la lumiére

OUS avons va que ta Mécanique ondu-
latoire sous sa forme primitive ne
résout aucune des difficultés que l'on
avait ¢té amené 3 rattacher & l'exis-
tence d'un magnétisme propre & 1'élec-
tron. Il est done devenu évident que
la  Mécanique ondulatoire resterait
incomplete tant qu’elle ne contiendrait
pas un Elémenl correspondant i ce magnétisme propre. Mais
I'idée d’un électron magnétique ¢t tournant ne peut pas se
développer aussi facilement dans la nouvelle théorie que
dans les anciennes. Restant dans le vadre des conceptions
classiques, MM. Uhlenbeck et Gowudsmit avaient imaginé
Pélectron comme une petite sphére d’électricité négative en
rolation présentant un moment de rotation égal A %.gh“ el
un momeni magnétique de méme axe égal & un magnéion

eh . . : :
de Bohr Ao Mais en Mécanique ondulatoire, il parait
2 4 o

interdit de se faire une représentation aussi précise et 1'on
doit toujours introduire le langage des probabililés,

Pour se faire une idée de la fagon dont on va avoir & poser
le probléme, il est bon de réfléchir & la manigre dont on
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doit définir avec les idées nouvelles la polarisation du quantum
de lumitre. Considérons un faisccau de [umiére polarisé ree-
tilignement qui se propage dans une dircction oz.

Soient oz et oy deux axes perpendiculaires & oz. Le vecteur
lumineux normal & 0z est de la forme :

—=

. z
a‘,smz-r.v(t-— ?+ ‘?)

et il a des composanies suivant oz et oy dont les amplitudes
sont données par les formules :

a,=acosh  a,=ausinb (1)

si I'on nomme 0 'angle de ce vecleur avec ox. L’intensité
lumincuse du faisceau est a,®. Si I'on place sur le trajet du
faisccau un nicol qui laisse seulement passer la vibration
paralléle & ox, le vecleur lumincux aprés e nicol se réduit &

. z - aey . .
&€, sin 2w v(t—— -+ go) el Uintensité est a.” cos® 9. Si ensuite
¢

on tourne le nicol de 90°, e vecteur lumincux dans la vibra-
tion transmise esl paralléle a oy et égal &

. 2 ‘
(L_,,sm?.—.‘(t———. (_—+_ ?);

Uintensité trapsatize est o, sin* 9. Commenl doil-on interpré-
ler tout ceci si 'on admet 'exislence des photons? Si 1'on
altribue individuellement & chaque pholon une polarisation,
la description causale du phénomene devient impossible. En
effet comme on esl en quelque sorte contraint d’aliribuer au
photon incident la polarisation définic par le vecteur lumi-
ncux de 'onde incidente, on n’aper¢oil pas comment il
serait possible d'expliquer causalement pourquoi certains
photons ne traversent pas le nicol alors que d'aulres le tra-
versent en prenant une polarisation dirigée spivant ox par
excmple, En adoplant le point de vue probabiliste de la nou
velle Mécanique, on doit considérer que 'on"ne peut pas
atiribuer au photon incident une polarisation bien déter-
minée mais que L'on doil seulemeni définir & 1'aide de 'onde
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lumineuse associée la probabilité pour que le photon en tra-
versant le nicol se révtle comme ayant une polarisation paral-
lale & oz : celte probabilité est cos’d. On peut dire que le
photon avant la traversée du nicol a une probabilité cos® 9
de se révéler comme polarisé paralltlement & oz et une pro-
babilité sin*6 de s¢ révéler comme polarisé paralielement
a oy.

Revenons mainienant au spin de I'électron. L’hypotheése
de 1’électron magnélique et lournan! conduit a4 associer a
1’électron deux grandeurs dirigées proportionnelles I'une &
Yautre, moment magnélique propre et momen! de rotation
propre. Tandis que pour le photlon la polarisation est définie
par une direction dépourvue de sens, le veclenr spin pour
I’électron a une direction et un sens. Mais pas plus que nous
ne pouvons attribucer & un photon une polarisalion déter-
minée, nous ne devons pouvoir, dans une théorie de 'élee-
tron magnétique conforme aux principes généraux de la
nouvelle Mécanique, attribuer un spin déterminé & un élec-
tron individuel. La seule chose dont nous pouvons parler,
c’est de la probabilité pour qu’une expéricnce permettant de
déterminer la direction du spin d’un électron donne tel ou
lel résultat. C’est sur celle idée essentielle que M. Pauli a
fondé une premicre tentative de théorie de I'éleciron magné-
Lique dans le cadre de la Mécanique ondulatoire. Nous devons
insisler un peu sur cette tentalive parce qu’elle a guidé
M. Dirac dans le développement de sa théorie plus compldie.

2. Théorie de M, Pauli. — M. Pauli ('} a fail unce premiére
lendative pour poser neltement le probléme de Délectron
magnétique dans le cadre des idées générales de la nouvelle
Mécanique,

Si Pon considére un systéme d’axes reclangulaires, toute

expérience permettant d'assigner unc valeur & la compo-
sanle du momeni de rotation propre d'un électron le long

(1) Zeitsehrift fiir Physik., 43 (19277, p. 60).
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de oz donnera pour résultat soit  -i. % . ;—:_, soit — ; . 2%_
d’aprés la conception 'Uhlenbeck ct Goudsmit. Des lors il
est naturel de supposer que I'on doil associer 4 'électron non
pas une fonction 'V mais deux fouctions U, (zyzt) et W.(zyzt)
de telle sorle que iW.!*dr dy dz mesure la probabilité pour
gqu’au temps ¢ les coordonnées de 1’électron soient comprives

dans U'intervalle dz dy dz et que la composante z de son mo-

*drdydz

ment de rotation soit -}—;gﬁ fandis que (W,
. k1

mesure la probabilité pour qu’au temps t les coordonnées
soient comprises dans 'intervalle dx dy dz, la composante z

du moment de rotalion étant — 12_ f'_ . M, Pauli introduit

ainsi I'idée que, pour lenir compte du magnélisme de 1'élec-
tron, il faut augmenler le nombre des fonctions W', Natu-
rellement la condition de normalisation devient ici:

‘/‘f‘[[mq [F | W, | dedydz=1. (2)

M. Pauli a cherché des équalions de propagation déter-
minant les deux fonctions d’onde W. Pour cela il part
toujours de la fonction Hamiltonienne, mais en icnant
compte du moment magnétique de I'électron.

Si on désigne par s.s,s. les composantes d’un vecteur

—>

unité s porté dans la direction du spin de ’électron, le mo-
. eh o>
tique es — 8.

ment magnétiq Uis e ?

La fonction Hamiltonienne dans un champ consiant sera
alors de la forme H{(z, y, 2, p,, Py, Pr 82, 8y, S:) €L les quantités
5.8, 8. ¥ figureront linéairement comme il est aisé de le voir.
Maintenant 'artifice qui permet A la Mécanique ondulatoire

B

d’obtenir l'équation de propagation comsiste & remplacer

h 9 .
P= Py P- par les opéraleurs — 57i 73 ele. et & éerire :

h @ h 8 h 2

—_— e — —— _ '—REUr
H(x! y? Z, zﬁiaxi 2niay1 Qﬂiaz‘s-l.,sv,s;)l r:l (3)
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~

. ) DA ..
pour les ondes monochromatiques de fréquence T Mais il

nous faut deux équalions pour les deux 'I'. Guidé par des
considérations générales que je passc sous silence, Pauli
1magine de remplacer les composantes s, s, et s. respective-
ment par les trois matrices hermitiques & 2 lignes ct
2 colonnes :
0 1 0 —if 1 o
1= 1 0 +i o 3— —-'15(4)
1l convicnt de plus de poser la définilion suivante : A étant
une matrice 4 2 lignes et 2 colonnes, 'opération AW est défini
par la relation :

2:

o

All",‘ - E&, (2% u.g (’, k —~ 1, 2) (t:,)
L

généralisation naturelle de formules que nous avons déja
renconlrées & propos des matrices. L’application de la rela-
lion (5} aux matrices 8, 8, 8, donne en particulier :

s Wi=T.; 8, Vo=V, ; 8, W\ =—1iU,; s W.=i VW,

S, \],"1 —_:lp‘l ;S Iy, —=— ‘I-‘,_, |(;)

Pauli remplace alors I'équation (3) par les deux équations:
SO S N
T 2wiox 2=igy’ 2wmidz

h o ho 9 h o

H ("’N’ “3mids anidy 9mide

»8 5253)“.1_ EV,

(D
s |y52as:;)lr2:Eu’-2

Ce sont deux équations simultanées auxquelles doivent
satisfaire les fonctions ¥, et ¥,

Mais la théorie développee plus haut fail jouer un role
particulier & Yaxe oz puisque les fonctions d’onde W, et W,
donnent les probabililés des deux valeurs possibles pour la
composante du spin paralléle & oz. Si I'on veut obtenir
les probabilités pour que la composante du moment de
rotation paralltéle & un antre axe quelconque OZ se révele
1 & A

— . ou d — . , il faut prendre un autre
22

égale A 9 g
3 — T

£
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systéme d’axes rectangulaires OXYZ dans lequel OZ soit le
troisitme axe et calculer dans ce systéme les deux fonctions
d’'onde, disons ®,(X,Y,7) et #.(X,Y,Z), dont les carrés
des modules donneront les probabilités cherchées et natu-
rellement, comme rien ne distingue physiquement le systéme
d’axes OXYZ du systdme oxyz, les fonctions 4 devront obéir
aux équations suivantes que l'on obtienl par {ransposition
immédiate de (7):

i (x, Y, 7, —

o
on=i 62)817825

h 8. h 3__
2=i X' 2w=isyY’

33)4-‘ = 15,

’

(8)
h @ h ¢

“(X,\, J,‘_znf‘ﬁ,“‘_‘?a—y;,_
h 0

T s 81y Sg, Sy P, =Ed, .
2ﬁfa};’ 13 2 .t) 2 2

La position des axes OXYZ par rapporl aux axes oxyz peut
se définir de la fagon suivante, Remplacons x, v, 2, X, Y, Z
par ., &, x., X, X2, Xs, nous avons des formules de trans-
formation de la forme :

-
X,= Z 0 tn

J

les o,, étant les éléments d'une matrice réelle et orthogonale

(Z 0, 0y == '6,.,‘), En somme la matrice O définit le pas-
i

sage du premier systéme d’axes au second. Cette matrice
étant connue, comment peuvent s'exprimer les fonctions &
a l'aide des fonclions W) Telle est la question que Pauli
s’cst posée ct qu’il a résolue. Si U'on part des équalions (7)
et si 1'on remplace xyz en fonction de XYZ par les formules
inverses de (9), on ohiient, comme nous le vérifierons plus
loin dans un cas particulier, les équations :

h @ . h_ 0 .
aniox’ 2=ioY’

O
g_ﬁfﬁ,.‘ﬁ“.\z‘.\:i)llI(X‘\,/A)zl&.l1(X,\,/,)
(1)

H (X, Y, 7, —
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Y 7 — h 0 _ﬁﬂ_‘a_ .
H()" N e N T A
h 9

P WA TR Sﬁ‘) W (X, Y, Z) =1, (X, Y, 7)
L'opérateur II des équations (10) est défini de la maniére
suivante : on écrit la fonction Hamiltonicnne

HX,Y,Z, px, Py, Pz Sx» Sy, S2)

classique dans le sysiéme XYZ, fonction dans laquelle figu-
rent les composanies sy sy et sz du vecleur unité porté sui-
vant lc moment magnétique propre de 'électron ; puis I'on
remplace dans cette expression d’une part px, py, pz par

h 2
T 3nidX
hermitiques S, S. el S, définies par les relations :

ete. et 'auire part sx sy sz par les matrices

SX'ZZ;'”US.J' (11)

a partir des s, données par (4). Dans opérateur II ainsi
formé, les S, figureni toujours linéairement, Enfin dans les
formules (10) les fonctions U'\(X,Y,7) et W,(X,Y,7) sont
obtenues A partir des W, (x, v,2) et 1.(z, v,2) en rempla-
¢ant xyz par leurs expressions en X, Y, Z.

M. Pauli a alors démontré, et nous verrons une démons-
tration analogue dans la théorie de Dirac ('), qu’il existe
toujours une matrice unitaire A A4 deux lignes et deux
colonnes telle que I'on ait :

8, == A" lg, A (A=A i=1,2,3 (12)

En d’autres terines, il existe une (ransformation canonique
faisant passer de chacun des 8, au S, correspondant. A la ma-
trice A correspond une opération définie par la formule (5)

et en appliquant celte opération aux deux membres des équa-
tions (10), on obtieni :

{Y CL. chapitee X1, paragraphe 2.
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h ¢ h o

AH (X,Y,Z,——QE?X, SRy

h G <] : 4 .
Qfﬁ_fa_z'bnszr“:;)q‘;:]aa\q’l
(13)
f oy h 9 h 0
R T T
h o

97 I 37 8, S, Sa) $V,=kAW,
les I étant exprimées en XYZ. Comme les S, figurent linéai-
rement dans H, A 1l contient linéaircment les termes A S,
égaux d'aprés (12) 2 s.\; comme de plus A permute avec

X,

a—xelc., on a:
. L h 9 h 2@
AT, =H{X Y A (. A
SR ( e 2xi 9X' 2=ig Y’
h ¢ - -
— ‘)Tf:-aT/J’SI'S?’ 8,1\ |'1:=]-“.-'k I'l (I 1)
el une équalion analoguc e¢n W.. En comparant avec (8), on
voit que 'on a :

B (X, Y, 2y =AU (X, Y, 7 Do (N, Y, 2) == A T (X, Y, 7). (15)

Ces formules (15) nous apprennent comment les fonctions
d'onde ¢ se déduisent des fonctions d’sade W car, dans
chaque cas particulicr, la matrice O élant connue, on peut
irouver la matrice A. Nous allons en donner un exemple
concret au paragraphe suivant.

Bien entendu, A\ é&lant unitaire, la somme [ {*-}-|D,)?
est égale 3 |W,[* 4 1U)?%, ce qui exprime le fait que la pro-
babilité tolale des deux hvpothéses possibles sur le sens du
moment de rotation est toujours l'unité,

3. Exemple d’application de 1a théorie précédente. — Pour
illustrer la théorie du précédent paragraphe, il est utile d’étu-
dier un exemple trés simple développé par Pauli Tui-méme :
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+
celui d’un électron au repos dans un champ magnétique H.

Prenons d’abord un systéme d’axes oxyz lel que la divection

positive de 0z coincide avec la direction de —I_I* On a alors
H,=H,=0, H.=H. En introduisant le magnéion de Bohr
eh
P =1z mye
po 8. H el I’on a pour les équations (7):

o 8, HY, = BV, wo 8, HY, = RV, (16)

, la fonction Hamiltonienne (') se réduit 2

ou, A cause de (6):
o “.‘I’I = Ell'| — Uy [ll[r:2 e Ellrz (16"“)

Ce systéme n’a de solution ¢ue pour E= + w,II. Comme
241, " =1, on a:

pour E=u.H: g, =cr W, =0

17
pour E= — u,li: W, =10 I, =% 1D

Donc pour E==y,II, I’axe magnétique de I'électron pointe
cerlainement vers les z positifs et pour E=-—p.H, il pointe
certaincment vers les z négatifs. Ce sont bien les résultats
auxquels on pouvait s’atiendre.

Prenons maintenant un second systéme d’axes OXYZ tel

._>
que I'axe OZ fassc un angle 8 avec le champ II. Alors la fone-
tion Hamiltonienne classique est
—>
B ('S'II) =& (Sx I]x + Sy li\' _i_ Sy }ll)

ct les fonctions d'onde @, et ¢. sont solutions, d’aprés (8),
des équations :
wy [Hy 8, 11, 8,4 I, 8] O, =Ed | (18)
4y |Hy s, s, - 10, s,] P = E®,

(1) Dans ce paragraphe la Tettre H ne désigne plus ['Hamilfonien,
inais la grandeur du champ magnélique.
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ce qui donne en explicitant :
Uy [(He — vy Dy - L, )| = By, (19)
W [(Hy 4 iH,) by — 1, P, | = L,

Pour que ces deux équations homogeénes en @, soient com-
patibles, it faut que:

v, H, — [ w, (Hy — 7 [1,)
' = 20
vl [ iH)  — g, —E|C (20)
c’esl-a-dire
E=u, VU |- H? = 2 u, 1, @1
Deux cas sont donc ici ecucore & distinguer ;
Premier cas 1 K==, 11,
Alors on a:
b, H—H,  H—1, , H—H, .
&, ey M — i) = —e—le
(22)

H .
en posant « —arclg et en désignant par H, la compo-
— H,
sanie de H normale & OZ. On a donc aussi ;

D, H{ —cosb)

H
. — g —. . @f !
&, Hsin b e '8 5 " © (23)
Comme [P,|*+[d,|*=1, on deit avoir :
T = »—l—w——. = cns? i; b, I* — sin® § SR L%
' ] 2 2
1+ tg° o)

Comme les arguments soni arbitraires, nous pouvons
poser :

.
P =cos @ i thy=isin e
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Deuxiéme cas: E=—u, H.

On a alors:
O, H 4 H,

&= I —ifd,

M4 He . Adeosd 4
" H, reT=— i ——cl.g.,§~e (26)

el par suite :

. 1 b . L6
W= —pmsint o (B =cost 5 @2D)
2
1-}-clg q
ce qui permel de poser
.,_; ,_-T:
U s e8)
{b, = isin 5 - e H ‘l’?:c(}st e

Les résultats ainsi obienus signifient, pour prendre un
exemple, que si une premidre expérience nous a montré que
I'électron pointait dans ka direction du champ avee 1'éner-
gic w, H, la probabilité pour qu’une seconde expérience con-
duise & nous le monlrer pointant dans la dircction 07 est
]

2

Dans Pexemple simple traité ici, il cst facile de calculer
les matrices unitaires A de Lauli. Comparons les fonctions
U de (17} (cn vy prenant nuls pour simplifier les arguments
arbitraires y et &) avec les fonctlions @ de (25) et de (28).
Nous voyons que la matrice untlaire A est égale a:

cos®

A= (29)
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Les éléments Ay, qui sont des cas particuliers des para-
métres de Cayley-Klein, salisfont la relation :

AnAp— AL Ay =1 (30}

On trouve aisément

A — AL
A-(- — 22 12 . 31
— Ay Ay | ®1)
d’ol1 I'on tire -
iAp AL —ALA - A A+ ALA
AA*+ = e LRSI e Ll B O
["\21 Age — Ay Asy Ao A — N Ay (32)

A est done bien unitaire. La forme de A pouvait d’ailleurs
8tre prévuc par les raisonnements de Pauli.

4. Insuffisance de la théorie de Pauli. — Nous avons seu-
lement donné une esquisse de la théorie de Pauli. Cette théo-
rie n'est pas en cffet entigrement satisfaisante. D’abord clle
n’est pas en accord avec le principe de Relativité : elle n’en-
visage que les changements de coordonnées spaliales et non
pas les transformations de coordonnées d’espace-temps au
sens relativiste. De plus, elle ne conduit pas & une prévision
tout & fail correcte du spectre de I'hydrogénc.

Pour ces raisons nous ne 'étudierons pas davaniage, mais
nous devons remarquer qu’elle a introduit les idées essen-
tielles suivantes : 1° le magnétisme e 'électron correspond
4 D'existence de plusieurs fonctions W' ; 2° les fonctions d'onde
" doivent permettre de définir 1a probabililé des orientations
possibles du spin dans une certaine direction ; 3° en chan-
geanl les axes de coordonnécs, on peut conserver des équa-
tions de propagation dec méme forme, mais les fonctions
d’onde se transforment alors d’une certaine maniére définie
par ung matrice A,

M. Darwin (') a fait une autre tentalive pour introduire
le magnétisme de 1'électron en Mécanique ondulatoire d'une

tYy Proceeding Royal Society, A, 116 (19277, p. 227,

T T
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fagon conforme au principe de Relativité : il a cherché  défi-
nir 4 fonctions W qui seraient les composantes d'un vecteur
d’espace-teraps. La tentative n’a pas pleinement réussi et il
o’est ensuite lui-méme rallié ¥ la théoric de Dirac ol figurent
aussi 4 fonctions ¥ mais qui ne sont pas les composantes
d’un vecteur d’Univers,




CHAPITRE X

La théorie de Dirac

1. Rappel des résulfats antérieurs

OUR iniroduire dans les équations de
la Mfcanique ondulatoire Vidée du
magnétisme et de la rotalion propres
de 'électron, M. Dirac est parti de con-
sidérations plus générales que celles
de Pauli. H a admis que les équations
de fa Mécanique ondulatoite devaient
dtre mises en accord avee le principe
de relativité vestreinte, mais il a critiqué la facon dont on
avait cherché b effectuer cette mise en accord. Pour com-
prendre ses critiques, rappelons d’abord rapidement com-
ment nous avons écrit los équations de la Mécanique ondu-

latoire & un .
L’énquation générale de propagation pour un corpuscule
dans la Mécanique ondulatoire non relativiste est :

(o s k2 @ hoa t‘)lr__hﬂg{lj
b Toni et T 2ni gy’ 2midz’ ) T 3ni of
(1)

H étant 'opératenr flamiltonien. Dans le cas d'un corpus-
cule de masse m se déplacant dans un champ caractérisé par

un potentiel U(x, ¥, 2,8), on a:
he hod -

: AV _Z 1T (r YW= — ¢
,m.&l Ue,y,z,HY 3%i ot

— &= @)



132 LA THEORIE DE DIRAC

Si le corpuscule porte une charge ¢ ¢l s¢ meut dans un
champ électrostatique dérivant du potentiel électrique
Vixz,v,2,t), ona U= &V et (2) s’écrit:

ht . . h oW
L AW -e V(s ' LA ;
g A e Ve yz ) U= 5= (3)

En particulier si Ie corpuscule chargé est un électron, on
doil poser dans (3): e=—¢

Nous avons vu que dans cette théorie non rclativiste la
quantité nécessairement posilive Y'W™ représentait la den-
sité de probabilité de présence &t que la probabililé totale
ainsi définie se conservait (égale 3 1'unité) au cours du
tenps, La quantité <¥W™ (— WY pour 'électron) est la
densité élecirique moyenne qui sert au caleul du rayonne-
ment émis.

Lorsqu'on a voulu consiruire une Mécanique ondulatoire
en accord avec le principe de Relativité restreinte, on a obtenu
tout de suite par une induction trés naturelle unc nouvelle
équation de propagation pour remplacer (1). Nous avons
va que cette nouvelle équation s’éeril pour un corpuscule
de masse m ct de charge s se déplacant dans un champ élec-
tromagnétique défini par un potentiel scalaire V{(zyzt) et

-
un potentiel vecteur A (xyzt):

j h a - h a : 2 o
‘(2":8_tﬁ:‘) r— 2(‘)»137—{_0 ..c) Y'=m, ¥ ()
Pour un électron, I'équation (4) prend la forme :
'1 | h a e
W — by - | — 2a? ) -
0(*“ (e \)l _\%‘;(gnzaJ ¢’ )‘ met et WL (5)

Introduisons les notlations :

h 8 vA h o cA
» - At S § e
b= =idr | e P _’ma,—'_ c '
(6}
h o e A, h |9 eV
> LT, = — - .
Py == 2midz | e Py .-.37:i(’8£+ c
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Elles nous permcttent de remplacer I'équation (5) par:

. _
( rs —2 P:—m,* u‘f) =0 (7)
X 1

. Les équations dc propagation relativisles (4)-(7) ne nous
~ permettent plus, nous I'avons vu, de prendre pour densité
' de la probabilité de localisation la quantité WW* parce que
I’intégrale de cette quantité dans tout 'espace n’est plus
+ nécessairement constante au cours du temps, Nous avons d{
adopter pour densilé de probabililé de présence une expres-

gion plus compliquée qui dans le cas de électron (t=-—¢)
s’écrit
— A (i oW o ol ¢ e
E——— —yr g vy 8
N P ot ¢ )—{_m” ct (8)

expression qui se réduit 3 WW* quand 'approximalion New-
tonienne est suffisante. La densité élecirique moyenne est
ici 2 == --pe avee ta valeur (8) de .

2. Critiques adressées par M. Dirac aux équations 4-8, —
M. Dirac a adressé de graves critiques & la ientative de Méca-
nifqque ondulatoire relativiste que nous venons de rappeler.
Il s’est attaqué en particulier & expression (8) de la densité
de probabilité; comme celle expression est imposée par la
forme méme de |'équation de propagation (7), ceci revient
a altaquer celle équalion elle-méme.

Résumons les arguments de Dirac. {Jne premidre crilique
que Pon peuat adresser & Pexpression (8) de p, c’est qu’elle
n’est pas nécessairement positive alors qu’une valeur néga-
tive de ¢ ne peut avoir évidemment aucun sens. Une autre
critique déja signalée & la fin du chapitre VII est la suivante :
les principes généraux de la nouvelle Mécanique exigent,
quelle que soit la forme de I'équation de propagation adop-
tée, que la probabilité de irouver, pour les coordonnées du
corpuscule, des valeurs comprises dans les intervalles
r—>z+dz, y—y-+dy, z—> 2z + dz soit W I* dx dydz et
cetle exigence ne cadre pas avec la formule (8).

e ] P A RS A

A
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Eu présence de ces difficultés, M. Dirac maintient ue la
densité de probabilité de localisation doit avoir nécessaire-
ment la forme toujours positive Y'W# ou, si I’on admet avec
Pauli I'existence de¢ plusicurs fonctions d'onde W, la forme

~
également loujours positive lef, U'*. Mais, en adoptant ce
i

postulat, il est amené A une conclusion d’une importance
capilale : équation ou les équations de propagation de la
véritable Mécanique ondalatoire relativiste doivent étre du
premier ordre par rapport aux quatre variables xyzt. Expo-
sons son raisonnement.

L'équation non relativiste (1) est du premicr ordre par
rapporl au temps et Uexpression correspondante de la den-
silé de probabilité est WW¥, Si on se donne la forme initiale
Y(ryzoi dela fonetion d’onde, celle-ci se trouve entigrement
délerminée par l'équalion de propagalion et par suile on
peuf dire qu'en se donnant [c ¥W#* jnitial 'évolution ulté-
ricure de la densité est déterminée : on comprend done que
la conservation de la probabilité (et de l'électricité) soit alors
unc conséquence nécessaire de D'éguation de propagation
elle-méme, comme nous l'avons prouvé, Dans le cas de
U'équation relativiste {4), il n’en est plus de méme; cette
équation Mant du second ordre en f{, il faut en effet se don

. oW " .
ner les valeurs de W et e T 4 Uingtant initial pour que

la fouction d’onde soit déterminée,

(Uest alors Uexpression (8) «qu’il faut adopter pour la
densité de probabilité si I'on veut que la conservation de la
probabilité résulie de I'équation de propagation. Mais adop-
tons maintenant avec Dirac le postulat que la densité de

probabilité est nécessairement de la forme YWW™ ouz‘l’f A
i

Nous allons voir que ['équalion {ou fes égquations de propa-
gation} doit alors étre du premier ordre en £ et que par suite
Féguation (4) ne pent &re exacle.

En cffel, si 'équation de propagation est du second ordre
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en i, sa solution n'est déterminée gue si l'on se donne les
valeurs initiales de W et de i
Supposons qu'on sc donne seulement le W initial mais pas

. %‘i_{ Dans 1'hypothése de Dirvac ta denzilé initiale serail

" ginsi connue puisqu’elle ne dépend que de W, mais 1'évolu-
" tion uliérieure de celte densité ne serait pas déterminée puis-
que celle de la fonclion ¥ ne le serait pas ; en se donnant une

.. forme arbitraire du —— initial, on pourrait, en parlant

ot

d’une forme initiale connue de la densité, avoir n’imporie
guelie évolulion ultéricure pour cette densité et il ne pourrait
y avoir conservation automatique de la probabilité. Dirac
conclut donc que I'équation dc propagalion est du premicr
ordre en { et, comme le principe de Relalivité fajt toujours
jouer un vdle syméirique aux coordonnées d’espace ot de
temps, elle doit étre du premier ordre par rapport aux quatre
variables 2yzt. l.e méme raisonnement et la méme conclu-
sion sont valables 8'il y a plusicurs fonctions W et plusieurs
équations de propagation simultanées.

M. Dirac devait donc chercher une ou plusieurs équations
du premier ordre par rapport aux variables ryzt pour rem-
placer V'équation (4). Nous allons voir comment il y a
réussi.

3. Les équations de Dirac en Pabsence de champ. — Pour
établir les équalions nouvelles, Dirac a commencé par le
cas du mouvement libre de [’électron en P'absence de fout

champ électromagnélique.
—
On a alors V—=A=0 et les opérateurs P, (formules 6)

deviennent ¢

P=—~l--a 3 Pem=— h 8., 2 h1a
T S T T oSy T T enia M T amic ot
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Dans ce cas simple, on peut admettre avee certitude que
la fonction W satisfait & U'équation :

L 1w 4z . : -

Ay — e = m(J el ou(;u2 — 21‘_;;',-’-——7710’02 ¥ =0

(10)

car en ce cas il résulie des considérations fondamentales dont

est sortie la Mécanique ondulatoire que I’onde plane mono-

r

m, c*
chromatique de fréquence — T [/10 @ -t de longueur ¢’onde
/T—p
_h_ Ry 1 — doit dire solution et 'on vérifie sans peine
2 m, v

qu’il en esl ainsi avec I'équation (10).

Mais I'équation (10) est du second ordre et nous voulons
des équalions du premier ordre. Pour y parvenir, Dirac
suppos¢ qu’il existe plusieurs fonctions d’ondes W,
¥, ... W et que chacune d’elles satisfait & 1’équation :

3
(p..‘ —2‘ ps—m, c"’) ¥V, =0 (k=1,... N} (11)
1 /

mais ces éguations du second ordre doivent élre des consé-
quences des vérilables équations de propagation qui sont
du premier ordre.

Ces véritables équatlions de propagation du premier ordre,
M. Dirac les écrit sous la forme symbolique :

(Pad- D1 2% Pe-t- 23 pstome)W=20 (12)
L’équation symbolique (12) signific que 1'on a pour cha-
que ¥y :

3
([)4 + 2‘. % P+ % ml.c) ¥, =0. (13)
7

Les «, sont des matrices & N rangs et N colonnes et 'on
définit I'opération «, W', comme nous l'avons déja fait dans
I’étude de la théorie de Pauli par la formule :

o, Wy = Zz aynr U, (14)

ol ;. 5, désigne I'€élément d'indices il de la matrice o,.
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Mais les équations (13) doivent avoir pour conséquence
les équations (11) et cela impose certaines conditions aux
mairices «;. En effet appliquons & I'équation (13) lopéra-

3
teur P. __Z&. oy [y — 24 Mye 5 nous trouvons :
K 1

3
| [pﬁ — (E 2 Py - 2, moc) ] W =0 (15)

1
et I’équation (15) ne coincide avec (11) que si 'on pose:
=1 o o+ a0, =10, (16)

Nous devons donc imposer aux matrices o, les conditions
(16). De plus nous leur imposerons aussi d'¢tre hermitiques
comme toutes les matrices qui interviennent dans la nou-
velle Mécanique.

M. Dirac a cherché & prendre le nombre N des fonctlions
d’onde le plus petit possible. Pour N <4, on ne peut pas
trouver 4 matrices hermitiques satisfaisant aux conditions
(16). Pour N==4, au contraire, il est possible d’en trouver
et il sera commode d’adopter les matrices , suivanics :

o T e Py - Ty [ Fpd
VI 60 040 0 01 0 10 0 o
0010 0 6—i 0O Lo 00—1 01 0 0
0100 04 0 0 1 00 0 00—1 ¢

il[)l}O l-~—i [C ] 0‘ —10 OI 60 00—

(A7)

Elles sont visiblement hermitiques et de plus elles ont
pour carrés la matrice 1 et anticommutent entre elles comme
le veulent les conditions (16),

Bref, nous allons admettre avee Dirac 1’existence de 4 fonc-
tions W, qui satisfont aux 4 équations simultanées du pre-
mier ordre (13). Explicitement ces 4 équations s’écrivent
avec le choix (17) des matrices o, :

N ‘|‘ mee) Uy - (p, - ip) W, H p, ¥, =0
(ps - mO) W+ (p, — ip) Wy — p, U7, =
(P‘s — ’"(\") llf:& + (pL + i{’%} IUQ “:_ s llJ.\ -
(e — m) W 4 (py — ip) ¥, — p, W, = 0.

(18)

————
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En partant du systéme (18), on peul voir d’une fagon dé-
taillée comment ce systéme a pour conséquence le systéme
du second ordre (11) (avec N=4).

Appliquons par exemple & la premidre équation (18) 1'opé-
rateur p.—m, ¢ et & la quatrieme équation (18) l'opéralcur
pr+ip: qui permute avec le précédent ; nous obienons :

(ps —m YW, L (p,—mye) (p -+ ip) W+ (po—mye) p,W =0

P+ ipHpe—mu) W (p - pHY W —(p-ips) p W =0
(19)

d’ou résulte par élimination de ', :

(pd —m ey W — (pf L p)y W
(P i) py Wy (P — mye) pe Wy =10, (20)
Mais en appliquant l'gpérateur p; & la troisidme équalion
(18), on trouve:

palps — mee) Wy = — py (p, -+ ip Wy — p° Wy (21)
et comme les p; permutent entre eux, on obliecnt en substi-
tuant dans (20) I'équation :

K
(Pf — Z.- nE— mo?c") W =0 (22)

ct Yon trouverail de méme les équations du second ordre
refatives aux trois autres W. On a ainsi vérifié un résultat
certain d’avance puisque les matrices (17) satisfont les con-
ditions (16).

Les équations (18) de Dirac présenient un aspect trés dis-
symétrique : 1'axe des z et Uopéralcur p, correspondant y
jouent visiblement un rdle particulier.

Les fonctions W, solutions de ces équations sont donc inti-
mement lides au choix des axes comme dans la théorie de
Pauli; elles doivent servir 3 calculer des probabilités pour
lesquels 1’axe des z joue un rdle particulier. Si l'on prend
d’autres axes, on pourra écrire des équations de propagation
ayant toujours la forme (18), mais elles auront pour solu-
tions d’autres fonclions ¥, reliées aux précédentes par des

1
d
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trapsformations analogues & celles que nous avons rencon-
trées dans la théorie de Pauli; nous examinerons ce point
dans le chapiire suivant.

1l est intéressant cle faire quelques remarques sur le passage
de 1’ancienne équation (10) aux équations (18). Ce passage
est un peu analoguc au passage de I'équation des ondes lumi-

" peuses aux équations de Maxwell. En effet |'équation de pro-
pagation des ondes lumineuses (dans le vide) est:
— [_o i" =} (23)
ot

C’est une équation du second ordre o v désigne unc gran-
deur caraclérisant la perturbation luminecuse. Dans la théo-
rie électromagnélique, u peut élre 'nne quelconque des six
composantes des deux champs, champ électrique et champ
magnétique, de Ponde lumincuse. On a done six équatiens
du type (23) pour les six grandeurs h,, h,, k., H,. IT, et II.

Le passage de ces équalions de propagation aux équations
de Maxwell consiste précisément & remplacer les équations
du second ordre par des équations du premicr ordre simulta-
nées liant les six grandeurs b, ... I, de telle facon que les
six équations du sccond ordre du type (23) en soient la con-
séquence, C'est bien aussi la marche suivie par Dirae pour
passer des équations du second ordre (15) anx équations du
premier ordre (18).

Si I'onde de la Mécanique ondulatoire était unc réalité phy-
sique au sens classique, on devrait s’attendre 2 ce que les
quatre ¥, fussent les quatre composantes d’un vecteur d’es-
pace-lemps. Mais nous savons aujourd’hui que I'onde de la
Mécanique ondulatoire n’est pas une réalité physique au
sens classique : c’est une expression complexe servant scu-
lement d’intermédiaire de caleul et permettant de former
cerlaines expressions réelles ayant, elles, un sens physique
telles que la densité de probabilité W'W#*. Dans la théorie de
Dirac, les 4 fonctions W, n’ont donc nullement besoin d’avoir
le caractére de composantes de vecteur et nous verrons qu’ef-
fectivement elles ne 'ont pas, Mais il existe certaines com-

An
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binaisons réelles de ces quanlités qui ont un sens physique
(de probabilité) et possédeni le caractére vectoriel, Nous
apprendrons bientdt & les connaitre.

4. Les équations de Dirac dans un champ électromagné-
tigue. — Les équations (18) ne conviennent que pour fe cas
d’absence de champ. Que faut-il prendre comme équations
de propagation si I’électron se déplace dans un champ défini

par un polentiel scalaire V et un potentiel vecleur X,P Dirac
résoul la question cn ‘disant: il suffit de remplacer dans
Péquation symbolique (12) les opérateurs p, des formules (9)
par les opérateurs P, des formules (6).

Si 'on admet ce postulat de Dirac, les équations de pro-
pagation dans un champ éleciromagnétique s’écrivent sym-
boliquement :

(P, by P, Py o Py oy i ) V=0 (21)
ou explicitement :
Py, )W, AP i PH W, AP W, =0
(P, -Fm, )W, - (P, —iPHYW, — P W, =0 -
(Py— iy )Wy (P} 7P W P, =0 (25)
Py — YW (P, — i PYY, - 10, =0

Ce qu'il ¥ a de vraiment remarquable, ¢’est que ces équa-
tions oblenues par des considéralions générales tout d fait
indépendantes des difficuliés signalées dans la premigre par-
tic du présent ouvrage, contiennent les propriéiés de 1’élec-
tron magnéfique cf tournant{ Nous allons commencer
nous en apercevoir en cherchant A former & partir des équa-
tions (23) les équations du second ordre qui généralisent les
équations (15) dans le cas de la présence d’un champ élec-
tromagnélique.

Pour ccla appliquons A I'équation symbolique (24) 1'opé-
3

rateur P, —(Eiail’,ﬁ— %, moc). Nous olMenons ;
[}

3 3 yf B
> > b} \1 y 1 ' : Y
Py— D ali—a e NPk D Pfea mee |V =0 (26)
\ .\ 1 d

1 /
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§i nous développons les opératcurs indiqués en tcnant

_compte des relations (16), nous trouvons :
3

3
Pt Y alPibir- PPy — NP

— D PP an P ) —mt et W=0. @7)
=g
Rappelons-nous maintenant que les champs €lectromagné-
tiques sont reliés aux potentiels par les relations :

>
> . 1 9A > > (28)
h=—grad — 71 1l =—rotA
En tenant comple des définitions (6) ct des condi-
tions (16}, nous obtenons aprds un calcul facile :

3
Z 2, (PP, — P, P)=— ‘)—]_i? ' z‘: (2 h,Fop by —2hh.)
é P
(2
h e
D@t P P Py = —5 - Ceml g H o2 1 1L).
= g

L'équalion (27) devient ainsi :

3
e N\ e 2 e h '
Pl D Pf—mie, — oI (o 2y B, -2 L)

¥ o
1

- 1—:‘)%(1,1311_0-{-1‘&1 H, -+ % 2, 1) W= (30)

8i les trois premiers termes du crochet exislalent seuls, on
rclomberait sur I'équation (5) qui serait ainsi valable pour
chaque U, L’élément nouveau introduit par la théorie de
Dirac, c’est Uintervention des termes supplémentaires dans
(30%. Pour découvrir le sens de ces termes supplémentaires,
regardons U'équation non relativiste (2) que nous pouvons
écrire sous la forme :

1

' 3
(2::1.,0.;;,—}_“]1,?4—2m(,l,’)ll'=0 (31)
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En comparant (31) avec (30), nous apercevons que nous
pouvons considérer les tecrmes supplémentaires en question
comme des termes d’éncrgie potenlielle mais a condition de
les diviser par —2m,. Seulement, en Mécanique de Diiac,
le role joué par m, dans les théories antéricures cst joué par
~—a,, comme nous le verrons plus tard ('). Nous con-
viendrons donc de définir deux termes d'éncrgic potentielle
¢n multipliant en avant les deux termes supplémentaires de
{30) par m_{—. u,)—x“—. Comple tenu des relalions de per-

Mmy%, =Ny
mutalion entre les «;, ceci nous conduit A poser :

eh

U =— T, @ i{ago b+ 20, hy, 2, 2, 00)

32)
Gume | M ity 1] 2, 9, Hy o 2y 2,10
‘b -l.—.moc ‘2 Sy Sy S0y Sy Py S TR

Or il fautl nous souvenir qu’un corps de moment électrique
— —
9 placé dans un champ électrique h possdde une éncrgic
“S —
potentielle —( . h) tandis qu'un corps de moment magné-

—_—

tique I placé dans un champ magnélique II possede une

énergie potentielle —(IM . H). Nous sommes donc amenés
a attribuer & DUélectron un moment magnétique de compo-
sanles :

ch ch
Fopmga s M= —— Qo574

M=

T wm,e Tam,c
eh |
M. = — iz 217 {13)
trmm,e

et un moment électrique de composantes :

eh eh eh .
o= —— Jmyayy W,=  c— i apuy T, = ——— i
b mye dmm,c tmm,e
(34

(Y Voir chapitre XY, paragr. 4.
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Pour parler avec plus de précision, les quantités (33) el
(34) sont les opérateurs correspondani aux composantes des
deux moments. Comme 1-:‘5%-} esl le magnéton de Bohr, on
R

voit que les équations de Dirac attribuent aulomatiquement
3 I'électron un magnélisme propre relié au magnélon de
Bohr. Nous voyons donc apparaitre le magnétisme de V'élec-
tron et nous aurons bientdl FPoccasion de préciser cetle
premigre indicalion. Les formules (34) nous montrent d’ail-
leurs que Péleciron de Dirvac posséde aussi un moment élee-
trique doni nous verrons plus tard la signification.

Les composantes des deux moments définies par (33) et
(34) sont des opérateurs puisqu’elles s'expriment a4 1aide
des ;. (eci ne doit pas nous étonner puisque nous somines
habitués & voir dans la nouvelle Mécanique les grandeurs
physiques céder Ia place & des opérateurs. 11 est de plus,
facile de vérifier que les opéraleurs (33) ct (34) sont hevmi-
tiques ; en effet les 2, étant hermitiques et anticommutant
enire cux, les produits tels que 2, 2. ou 2, 2.2, par exemple
sonl anli-hermitiques ¢l, par suite, leur produit par § est
hermitique. Les opéralcurs (33) ¢l {34) ont donc¢ bien le
caractére voulu pour représenter des grandeurs physiques.

Ainsi se trouve écartée une difficulté qui existait dans
la présentation primitive de Dirac qui écrivait les formules
{33) et (34) sans le facteur x, et oblenait ainsi des compo-
santes de momenti électrique non hermitiques.
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Invariance relativiste des équations de Dirac

Invariance de forme des équations de Dirac pour une
transiormation de Lorentz,

IS équations de Dirae fonl jouer i
Iaxe des 2 un role particulier el comme
dians la théorie de Pauli, les fonetions
donde servironl 3 répondre i des ques-
lions de probabilité on Vaxe des 2
infervieat, Sionoux voulons poser les

meémes questions de probabilités pour

un axe o distinel de oz, nows devreons

éerire les équations de Dirac dans un svstdme an o2 sera le
(roisitme axe. Yous devons pouvoir éerire les équations de
Dirac sous fa méme forme ponr lous les systdémes d'axes,
les quatre fonclions d'onde se (ransformant d une certaine
fagon quand pous passons d'un svsleme daxes & aaire.
Non sculement Jes équations de Dirac possedent bien,
comme les équations de Panli, cetie invariavnce de forme par
rapport any changements de coordonnées despace, mais clles
sont aussi invariantes de forme pour toutes les fransforma-
tions de Lorendz el salisfoni ainsi au principe de Relativiteé,
On sait qu'une lransformation de Lorentz du lype le plus
aéndral peut foujours se déromposer en irois {ransforma-
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tions successives. Partant du systdme primitif xyzé de co-
ordonndées d’cspace lemps, on opére :

1° Une rotation auwtour de oz définie par des formules du
type : :

Z=us'cosr—y¥sinu; yo=vcosa-l Fsina; 222" (=¥

(1)

2° Une rotalion autour de t'axc oy perpendiculaire a o2
définie par :

z=z'cosh —sinl; e=2"cosh 2 sinb;y=y ;="
(2)
3”7 Unc transiormation simple de Lorentz, ¢’esl-i-dire le
passage ('un sysiéme oxyzt & un systéme o'z’ y' 2/ en mon-
vement relatif unilorme par rappor! au premicr, les axes
z ol 2 glissant Uun sur Dautre et les aulres axes restant rex-
pectivemeni paralléles ; on a alors les formules de transfor-
malion bien connues :

{r_}_ e '
) 2 gt
r=u ;v ,;::,,Iii(..f; {— iT 3
A Y ; -
= RANEE

ote 3¢ est la vitesse dua second sysléme par rapport au pre-
mier. Si nous posons :
1 5

T m Venty = L==sty  (4)

les formules (3) s’éerivent :
r=ux", y=y; t=z'eh~ [-clshv;
ef= ctlehm 2 2 shy, )

En combinant trois formations des types 19, 2' et 4°, on
peut effectuer une transformation de Lorentz du lype le plus
genéral

['invariance de forme des équations de Dirac pour unc
transformation générale de Lorentz sera prouvée si ’on par-
vient & résoudre le probléme suivant: sachant que dans un

I P
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systéme d’axes galiléens ryzi, les équations de Dirac ;
(P Pooea, Py ooy Py mpe) =10 (6)
admettent pour soluiions les fonctions W, (xyzt}, W (zyzt),
W, (zyzt), 'Fa(ryzls, montrer que dins un antre systéme
d’axes galiléens 2’ ¥" 2" ' los équations de Iirac
(P.:' '. 7, P, l’er' i' 2, 1S - a mye) =1 (7)

ou l'on a:

h 3 ¢, h e e,
P/=— — . — b - A P = - =V (R)
2wiagdw It i o gl ¢

admelient  pour solulions des fonclions W/{z'y' 2'1),
Wiy 2 ), W'y ) et W/(2My ), sTexprimant
linéairemenl en fonction de W, ... W, par des formnles on
figurent les param&tres qui définissent le passage du sysiéme
oryzt au sysleme o' ¥ y' o,

Il suifit de résoudre le probleme ainsi posé par les trois
transformations 1°, 2° el 3” indiquées plus haul puisque toute
¢ transformation de Lorenmiz peut se décomposer en transfor-
mations de ces lrois types.

1° Rotalion aulour de oz
Parlons des équations :

(P, =) U (P, PP, N
“)\ b ”fu(') l].: ot (])1 = P;‘) ll.:; - ]):-: llll =0 9
(])l ) “fn") ll.; E (])1 S i [)'_’) l]l-_’ -- I‘:< |I.| -0 {. )
P, —me)V, (PPN, — W, — 0.
Comme le changement de variables s'exprime par les for-
mules (1), on a:
Pr=D cosa—DPSxiny; Py PJcosa--- P/ sing
T A L (1)
el en substituant dans (9} on [rouve aisément :
mey - et i PSefy W LpSa, 0
maey U, (et — i e i, S, -0 )
(P — ey, (P e PP e, - P 0 (10
(I)-l' . ”I(l(.) ll‘l : (pll e ' P;'!e ) lI.| T I)::, " =0
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Irans ces équalions les W, sont supposées exprimées en
fonetion des variables primées 4 1'aide des relations de trans-
formalion (1). Multiplions la premiére ¢t la troisitme équa-

o

. —i . . {
tiong (10} par e ?, la deuxieme et la quatrieéme par ¢ 2
nous obtenons :

-3 . 7 .
(P ey W e e (PP e e P/ e T =10
L P :
()4 meyW, el (I —iPHT,e” T —DP/ W, e T =0
% . - i . i
(P — me) W, e e (PP P/ e e =0

L3 y I
(P — Ve’ s (P —iP Y Ve e — 1/, e 2=0.
]
Le systéme (11} nous monlre que les fornctions W/ sont
relidées aux fonction W par les formules simples :

Py 2 =W @y 2 e e

2R

Y/ (v 2 =%, {sy e !4

WY r =Ny e 2

(12)

W'y 2ty =W (v the'?
et la démonstration demandée se trouve faite en ce cas,

2° Rotation autour de oy :

La transformation des coordonnées étant dounée par (2),
la transformation des fonclions d’onde de Dirac est donnéc
par fes formules :

- ﬁ ' . [}
W) (2 ¥ 2 1) = W (Y 2 ) cos 5 4 W @y 2 ) sing

. . b . ,
W (& y 2 ) =W, (£ y 2" t)heos , — W (&"y 2’ I} sin5

(13)

. b .
Uiy 2y =W, (x'y 2" 1) ('os~2—-ir- W, (@' y 2 ) sin-

loj:» el & | <

. . G . .
Wiy =W, @y t)cos o =T, (& y 2" ) sin
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On le démontre par un raizonnement analogue a celui qui
a &té fait pour le cas 1%

g° Transformation simple de Lorentz :
La transformation des coordonnées étant exprimée par les
formules (5), celle des fonelions de Dirac est donnée par :

Wy 2 ) = @y 2 Uy el o W ety 2 ) sh é

gy @y ) = W (Y ) el ) — Wy 2 ) sh o
. Lo
Py ) e W (Y 2 ) ch 5 Wy ey 2 ) sh ‘)

Yy 2 Uy == W ey ) el = W (@ ¥ 2 Y sh

e =1

Geei se démontre encore de la méme fagon et Pinvariance
de forme des équations de Dirae pour la leansformation de
Lorenlz Ta plus géndrale est ainsi prouvée.

On voil sur tes formules {123, (131 et (14) que les ', ne
se transforment pas comme les coordonndes ; elles n’ont donce
pas, cemme nous Uavions déjd dit, le caractere de compo-
sanfes d’un veeleur d’espace-lemps. Mais nous apprendrons
bientot a former avec les 15 certaines expressions qui auront,
elles, le caraclere vecioriel ou tensoriel el auronl une signi-
fication physique.

2. Démonstration plus synthétique de Pinvariance relati-
viste. — Nous allons indiquer unc démonsiration plus syn-
thétique de Uinvariance des équalions de Dirac; celte
démonsiration développée par M. von Newmann est une géné-
ralisalion de celle qu’avait employée M. Pauli pour démon-
trer I'invariance de ses équadions par rapport au changement
de coordonnées rectangnlaires dans espace.

Prenons Uéquation de Dirac sous sa forme symbolique :

¢

B

\
(p{ L P2y m,,c) U= (15)
\ 1 :
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et appliquons-lui d’abord l'opérateur x.. Nous oblenons
(a=1):

3 ;
(z. P+ Z»‘ o2 2 P )N‘,t..') Y= (163)
1 :

Nous allons prendre maintenant, 4 la place des variables
x, ¥, 2,t, les variables d’univers de Minkowski :

T=2 2=y #s—=2z F,=icl (1N

et nous définirons les opérateurs correspondant ;

h 0 e A
Ty e | e = el me= Ty
h 0 (S pa
T miaa, T VT Y "

L’¢équation (16) s’écrit alors

N _
(14 = f- Z,- P am imy c] =0 (19)
\ 1 ]

Posons alors (von Neumann):

Y=l Yr=m i i = {datts vez—o,  (20)

Il est facile de vérifier que l'on a:

v=1 tytyr=0 (A} (21)
_ ce que 1'on peut résumer en écrivant :
=281 (22)

1 élant la matrice unité. On vérific aussi que les y; sont her-
mitiques.

Avec ces nolalions, I'équation (19) prend la forme con-
densée souvent utile :

1
(2 v Jf-ich)!r:o (23)
|

Supposons maintenant que nous fassions un changement
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d’axes galiléens, une transformation générale de Lorentz, Il
est bien connu €n théorie de Relativilé qu’une transforma-
tion générale de Lorentz équivaut & une rotation des axes
dans 1'univers de Minkowski. Les nouvelles variables z/ aprés
la transformalion seront done reliées anx anciennes variables
x, par les formules :

&= Z 05X (21)

]
o étant une malrice & 4 rangs ct 4 colonnes ('} safisfaisant
A la relation d’orthogonalité :

>ﬂ
D, 0= %; (25)

Or il est visible que lcs w; s¢ transforment comme les z,

¢’'est-a-dire que :
= 2 0,7 (26)
7
Aprés le changement de coordonnées, l'équation (23)
8’écrira donc :

(y }:,” b dmg r:) 0'=0 (27)

ot les fonctions W devront &tre exprimées & l'aide des nou-
velles variables 2/. Si nous posons :

1
N

.;,’j: Z‘_ 0 i (28)
1

nous pourrons remplacer (27) par:

Kl N
Zi viw, 4 imy, (‘) §'=0 29)
L B

L’équation (28) exprime les matrices v,/ en fonction des
malrices v,.. 8i I'on veut préciser son sens, on écrira :
4

Y )uvm Z Yij i (30)

1

i ) l.a malrice 6 n'est pas réelle ; ceux de ses éléments qui con-
liennent une fois l'indice 4 sonl puremenl imaginaires



152 INVARIANCE RELATIVISTE

OU %im, par exemple désigne 1'élément d’indices m. n de la
matrice ;.
Comme l'on a:
4

1
)

T J E 2 Z L) ] t ""‘=Zdi0 ¥ .4 mn f _) mn (31)
1

1

en raison de ’hermiticité des v,, on voit qu'en général les v
ne sont pas hermiliques parce que tous les o, ne sont pas
véels.

Il est facile de vérifier que les v,
de la forme (22). On a en effet ;

L\
4 ,‘l ! - - LY B
Yi vt = Z”h : Z 0y Yt 24 0yt 24 Dk Ta
Iy
Za Ox: 04 (Va Ve 1170) (32)

—2‘ 2 04020, =2 Z“h Ox =286,

Le point essentiel du raisonnement est qu’il existe une
matrice A % 4 lignes et & 4 colonnes telle que lon ait :

! salisfont aux conditions

vi= A" (i=1,2,3,1,) (33)

Si la relation (33) est vraic, le fait que les -, satisfont aux
relations (22) eniraine ue les </ satisfont aux relations
analogucs :

ar

ol vl e el =26, (34)
L’équation (33) pouvant s’écrire :

Av/=v,\  (i=1,2,3,) (35)

L

pour démontrer I'existence de la matrice A, il faudrait mon-
trer qu’il existe 16 grandeurs \, salisfaisant aux 64

équations :
4 4
N Mt Tim = Dy Yeone du (36)
1 1

ou les indices k, m, { peuvent prendre les valeurs 1, 2, 3, 4.
L'existence de la matrice A n’est donc nullement évidcnte

L
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a priori. Nous allons cependant admettre provisoirement
I’existence de cetle matrice, quille i justifier ensuite cetie
hypothese a posteriori.

Avant d’aller plus loin, remarquons que la matrice A ne
peut étre unitaire en général, En effet, si elle était unitaire.
on auratt :

At==A""; A=(A")* (37)
-et comme on tire de (33) en prenant 1’équation adjointe :
=T )T =A (AT (38)

on aurail cn vertu de (37} et de I'hermiticité de v, :
7= AT v A=/ (3%

Il en résulterait que v/ serait hermitique, ce (ui, nous

Vavons vu, n’a pas lieu en général.
Reprenons maintenant 'équation (29) en y introduisant
la relation (33). Il vient :

4 A
(Z Ay Aw) i muc) 4 =0 (10)
|

Mulliplions en avant par Aet remarquons que la matrice A
correspondant 3 une opéralion effectuée sur l'indice de

Dirac, permute avec =;/. Nous obtenons :

S |
(2«,», =/ im, (?) AW =0 (1)

LI | ;

La formule (41) exprime le théortme suivant :

Tutorimr ; Quand on fait une transformation de Loreniz,
on peut conserver aux équations de Dirac la méme forme,
mais les nouvelles fonctions d’onde W/, sont relides aux
anciennes, ¥, par une transformation linéaire :

i

re ’ ! f '] . e ' f / ! \!

l's(x;y,z:i)=-\I;(l’yl’,z:t): T
]

LWy, 2, 1) (42)

C’est précisément 13 le résuliat déja établi au paragraphe 1.
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Nous pouvons mainfenant justifier hypothése de l'exis-
tence de la matrice A. Nous avons en effet appris au para-
graphe 1 A calculer la transformation linéaire que subit
chaque fonction W, pour chacunce des trois sortes de chan-
gement de coordonnées en lesquelles on peut décomposer
toute transformation générale de Loreniz. Nous savons dong,
du moins en principe, comment calculer la transiormation
linéaire des W, qui correspond & une transformation de Lo-
rentz quelconque, c’esi-d-dire délerminer les éléments de la
matrice A lelle que:

Uy =AY V2 0) (43)

Or cetle matrice A doit d’aprés (42) éire la méme que cclle
qui figure dans (33) et puisque nous savons la calculer, nous
sommes siirs qu’elle existe.

En se reporlant aux formules (12), (13) et (14), on peut
écrire immédialement I'cxpression des matrices A qui cor-
respondent aux cas simples 1°, 2° et 8° du paragraphe pré-
cédent. Considérons par exemple le cas 3°: transformation
simple de Lorentz. Les formules (14) nous montrent que la
malrice A a alors la forme suivante :

| eh ; 0 sh i o
' 0 ch'! 0 — sh -
A= ) r a (11)
sh -k o ch ! 0 -
o —shl 0 ch !

It est facile de vérifier que cette malrice n’est pas unitaire
A
{A* = A ). I en résulte que Z»‘ YU, n'est pas égal a

1
3

2‘, LLEAL L.a densité de probabilité change donc de
1
valeur pour une transformalion simple de Lorentz. Nous ver-

rons en effet que cette densité n’est pas un invariant, mais
Ia composante de temps d’un vecteur d’espuce-temps.
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3. Invariance électromagnétique des équations de Dirac. —
A cdté de Pinvariance relativiste, les équations de Dirac pré-
sentent unc autre espéce d’invariance que je nommerai I'in-
variance électromagnétique (c’est Dinvariance de jauge,
Eichinvarianz, de auteurs allemands). Ixpliquons cn quoi

elle consisle.

— -

Le champ ¢lecivique b et le champ magnétique N étant
définis en fonclion des polenticls par les formules :

[ a -_— >
1 oA - .
0 ar H —rotA {k

il est visible que si Uon remplace V et A par:

= —grad V —

| g - >

ViV o ai A=A -|-grad @ (-t

¢ étant unc fonclion quelconque de zyzt, on ne modifiera
aucuncment les champs car on a:

- -
; 1 oA 1 dA
Al rot A grad Ve L pad vV — Y
rol A" — rot grad b -y grad y ¢ ol (17)

Puisque ce sont les champs qui expriment les actions dyna-
miques et puisqu’ils sont insensibles A une trausformation
des potenticls de la forme {46), nous devons nous attendre
i ce quc les équations de Dirac soienl invariantes par rap-
port & ces transformations (46). (est 1a I'invariance élec-
tromagnétique en question.

Ecrivons I'équation symbolique de Dirac

R
“h 1 @ eV ~ h @ , ¢ .
((—' PR ‘| - l} 7, P - A;‘ : Z ¢ ¥ —0
Anie sl ¢ i Y £ c
(18)
puis supposons que nous fassions subir aex potentiels Tl
transformation 7463 En remplacant ¥V el A, en fonction de
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Vet A/, on obtient 4 la place de (48):
~ - K ;
h 1o , c\"i ea'l’) \ Z h ¢ | :
=" a — T 5 - . . a. __‘ T~ -
2rnic ol ' e o 9t ! i ! 2=i o, g
e 0 E)‘I’) 1. L
Al— 24w, me| W= 0 19 :
¢ 7 ¢ O(Ifj. B 't ] ( ) v£
. s e PR " . ol
Il est aisé de vérifier que si 'on pose : M7 W e—— .9,
on relrouve une équation ayanl ta meéme forme que {48},
savoir 3

, 3 .
“ho1 ¢ e, ~ g e, .
ocis By I "') Y g A e W =0
Azic dl ' ¢ i 2xidw; ¢ : )
{»th
Le passage des polentiels Vel A aux potentiels V' et A ne
. maodifie done pas Ta forme des équations de Dirae mais cha-

i

cun des Wy est mulliplié paor e =, . ®

Mais nous savons que ce ne sont pas les ', mais certaines

combingisons <les ', ui onl un sens physique ; or on pourra
virifier que loutes les combinaisons de ce genre que nous
apprendrons bientol d connaitre ne sont pas modifides quand

. . i . . .
on y remplace W, par W, e T, P erei est immédia-
tement visible par exemple poutr la <densité de probabilité
1
AN TN e .
P L A Celte insensibilité des quantilés ayanl un sens
1
physique par rapporl aux Iransformalions {46) constitue 1'in.
vartance électromagnétique des équadions de Divac,
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Densité et courant dans la théorie de Dirac. -- Ondes planes

1. Expressions de la densifé et du courant de probabilité

ANN lu théorie de Dirae, nous devons
chereher & lransposer les idées de la
Mévamique ondulatoire & une  fone-
ot U o pacticulicr nous devons
chercher & former une densité 2 de
prohabilité de présence et 3 définir un

cotnant s de celte probabilité, Les

—

expressions - ez el —esie donneront ici encore la densité
électrique moyenne et le courant électrigque moyen & Daide
desquels se ealeuleront les rayonnenients movens émis par

des ensembies délecirons.

Pour trouver Fy forme de o et de s, nous devons foujours
ctre puidés par Uidée que la probabililé lotale de présence
doil resler conslanle (égale & 11 et que par suile 'équation

-

de continnilé -5 -] divizni 0 doit &tre une conséquence
ot '
des équations de propagation.
Ferivons les 4 équations de Dirae et les 4 ¢guations con-

juguées :
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(])1 "I— 1y, ) ll.‘l —_l' (r ‘.'I 1) l|"_! } Py U, =0
(PoA nmy ey Wyt (P — P, — P e ) l
(P — i YWy (P iy W, =
(p4 — ny (f) .r~i ) |‘ (l,l —i l)‘.’) ll'] ° I):x ll"e =10

ct:

P+ — P U PN 20
(P oy YW Ao (P PP W — P 4t =0
(P — g )W = (D — P W 2 Py % — 0
(P2 =y ) W (P -8 P W — P e
Mutiplions les équations-(1) respectivement par W,*, W%,
W W et les équations (2) respeclivement par W, W,
I, W', T"aisons ensuile la somme des équations (1) et retran-
chons-en la somme des équations (2). Les lermes en moc
s’éliminent. On trouve des lermes de la forme ;

WD — U PN (q" B aa'f -6 \') N, —
2=l S
h 1t @ e h Lo
S Y R A U g o Yoo g
I‘( RAE RO S )I 2::‘('8!“' ")

——

hoo e ]
B WA I D AN S R T
'(2:id$ b 'JI' 2:ia£{ ' )
- . T dric
Finalement, apris multiplicalion par —, =+ on trouve:
AT T e Ce d P
R R P P IO R EUVCT P

‘II‘:’* .I'..'t’;“ ll.:t)k ‘I.;' : .I.I* ll.l)w + :‘V {—— ('( '.‘I.l‘ II.I—' ;'l]'::*lr:‘_}..

R L L IR WAL

P, — ~|',)‘ g

Yy =0 (3)

L’équation {3) est équivalente & P'équation de continuité
si 1'on pose :
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A I B W)

P”x:—-—(‘(.l R N v o WLt u)
s at, = — ¢ (WU — P W W — W, — )

i

e — ¢ (U W — e Wy

On vérifie sans peine que les expressions (4) sont réelles
car elles sont égales & leurs conjuguées. On peut donc les
considérer comme définissant la densité de probabilité de
présence ct les composanies du courant correspondant.

L’expression de ¢ a bien la forme postulée par Dirac, Elle

montre d'aillenrs que Uon doit normaliser les 'I'; en éerivant ;

+.’l¢
f/ [0 W W e =t (5)

et que si celie normalisation est réalisée A une époque quel-
conque, clle restera ensuite toujours réalisée,

On peut donner une forme condensée et éléganle aux for-
mules (4) en sc¢ servant des trois matrices x, a.4; et de la
mairice 1 (4 4 rangs el 4 colonnes). Ecrivons ces matrices :

0001 0 0 0 b o0 1 0
_hoto, 00— o 0 0 0 —1
1000 T ool 0 o0 BT 0 000
LOO0 Lei 00 0 0o—1 0 0
oo (5)

(_.010 0

Coolo

0001

el comparons-les aux formules (4). Nous voyons aussitil
que celles-ci peuvent s’écrire :

} |
Wl
p= 1Y 91;_,.=_,,L’_|| R
| ‘ (7)
N\ _,
)
o — C oo ‘ _
"””__“L;"f cn Wi s ---t>..u.-1| RN

Naturellement la densité électrique movenne & et les com-
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posantes du courant moyen j, j, et j, s’obtiennent en multi-
pliant p, su,, etc. par —e. On a:

b= —eps fo=— sl f=—esv,; j,=——esv, (8)

2. Caractére vectoriel de la densité et du courant. — Les
quantilés (4), qui ont un scns physique, présenient lcs
caracteéres de composantes d'un vecleur d'espace-lemps, p
élant la composante de temps. Pour le démontrer, il suffit
par excmple de vérifier (ue pour chacune des trois transfor-
mations envisagées au premier paragraphe du chapitre pré-
cédent, les quantités {47 se translormeta comme les coordon-
nées, d'ol il résulte qu’il en est de méme pouar les transtor-
mations de Lorentz les plus générales.

Indiquons Iz marche de la vévificalion pour une transfor-
maiion du type 1°; rotation autour de oz. On a alors entre
les anciennes et nouvelles variables les relations :

w=—rlcosz— ¥ sing vi—y cosy - a'sing =2 == (W

d’ou aussi -

r=uzcosatysine Y =ycosu—z2xsing ==z {' =1 (10)

Nous avonz vu que les fonctions W, se transiorment alors
de la manidre suivanie:

- . o % . . P
lll,:llle -'L‘.;.l?,:‘“ze!’:’.

18 32 w-

.y . .
‘ !];‘—_-—ll:{e !

I1 est alors évident que 'on a:

4
e
o __\ Ty ;1V ot — s, (12)
Bt T L T
I 1

La densité ¢ reste invariante dans la transformation comme
la variable £. On voit tout aussi facilement que Pon a:
du)—=sa,; la composante 2 du courant reste invariante

Iy

comme la variable z. Pour la composanie &, on a:

i
|
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e (P Y e )
e — e (W e, e
AW, el | W e )
e e U W A W W, W cas
e W, — UL, — R ) sing
o | o .
== 9 M, OS2 G i, SN % (13)

La composanle pu, se lransforme donc comme la variable 2
et l'on pourrait vérificr de méme que pu, se translorme
comme Y.

On procéderait de méme pour Cludier les transformalions
de Ja densilé el du courant dans les cas 2" ¢l 8" trotation
autour de ¢y el lransfuormation sinple de Lorernlzy el 'on
aboutirait & la conclusion que les 4 quantités (1 sonl bien

les composanles d'un vecleur despace-lemps.

On saitl que si un veeleur @ d'espace-lemps a pour compo-
santes despace v, ¢, ¢ el pour composanle de temps «
la quantité :fu —a~ a7, qui mesure sa longueur
dans Despace-temps ost un invariant indépendant du sys-
leme de référence galiléen choisi. 8i 'on caleule la fongueur
du yvecleur densité couranl, on frouve apres un caleul sans
difficultés mais un peu long :

AN S I AR Y70 AR C 2 10 AR S L L (1
H RS A
1
e e e e \' e .
ILREE B D DAL D I R R B . Wl MY
1
1S I I IV A R B ) I R A TR 2
1
Ny 1 .
Vg o, U (15

—
|

Les quantités &) et Q. sont ades invariants e =orte gue 1a
longuear (14) du vecleur densilé-conrant dans Pespace-
temps est bien invariante. La malrice 2, 2. 9,2, utilisée dans
I'expression condensée de Q. se ealeule aisémenl & parvlir
des 2 ; elle esl hermilique ef a pour expression

[} n . (!
(} b 0 —i

i 0
0lio0 o

(14)

Ty Ly hy Ry =T
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3. L’onde plane dans Pabsence de champs. — Il est (rds
instructif de traiter le cas de l'absence de champs

(V=A=20). Dans cec cas les équations de Dirac prennent
la forme :

hio h o .k oy, haw,
_ G Oy P s
(2r108t Hn ) T (27::'8:): f ‘2niay) i —gnia, = 0

h o h 2 eV
W, — — = - — W, p—
(‘)-wat - m‘") Ve (2::‘6.1: 2nf‘ay) Vst ozi 52 0
1o . h o . ho0 h 2
1 dy L Sy
( 3ric d '"“‘) E (‘_zfax"i"':zzfay) Ve—5mia: =
B2 () a_.nha)l. noav,
( mie ot m"“) ho— 2ride 127_’.&“ llhi-'z’:ﬂi 0z =0

(17)
Vovons si les équations (17) admettent pour solution

Vonde planc mouochromaliqu(' définie par:

LI A (=0, e ' (\\’!‘—,‘: K= Py = 3 (1};)
o '-;ulwliluanl dans (17), on trouve :

(l- m, ¢ )a, dAp.Fipya- o poa,=0

¢
W
c

(19)

-

(“ —+ e, r-) @& —{p.—ipydy— poa, =0
( —m, ()a:,—i-(;l_,+iljy) a4 p,a, =20

(-( — n (') t, —(p.—ip)a, —p,a,=0

Ces équations linéaires ¢t homogénes ne peuvent étre satis-
faites simultanément par des g, non nuls que si le déter.
minani :

AV

e e a P Petipy |

| W _ |

‘ 0 W hmee po—ip, o —po

| o \\' ' (20)
P De -1 p, P nm, e )

. W
i Pe——1p, — 0 o T
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est nul. Le calcul un peu long de ce déterminanl montre
qu’il est égal &

E)

A\ 2 ’

((‘,, et et —pt— pf— I’:g) .

11 est nul si W, p., p,, p. sont reliés par la relation bien
connue de la Mécanique relativiste :

\ 2
%2— —pt—p —pr=mc (21)

Supposons cette relation satisfaite ('); alors non seulement
le déterminant (20) est nul, mais tous ses mineurs du pre-
mier ordre le sont aussi. Nous pouvons don¢ nous donner
arbitrairement deux des qualre ¢. Donnons-nous par
exemple des valeurs arbitraires A et B pour @ et g, respec-
tivement. Les équations (19) déterminent alors a, et a. et
I’'on trouve ;

e P ) B

W W
o T Mee " +m,c (22)

{n. —ip)A—pB

On voit donc que 'onde plane (18) est entiérement défi-
nie si I'on connalt fes amplitudes A et B.

On peut fairc une remarque intéressante sur les formules
1227, Dans la nouvelle Mécanique comme dans la Mécanique
relativiste ancienne, nous pouvons dire (ue 'approximation
Newlonienne est valable quand 'énergie W est peu supé-
riewre & I’énergie au repos mae® ivitesses faibles par rapport
a la vilesse de la lumigre).

I résulte de {211 que si 'approximation Newtoniennc est

- .(') Nous admettons ‘pour-l'instant’ que W est positif, c’est-d-dire que

\ - . o
I'on a d’aprés (21) o = mo%et 4 p? + pu? 4- 2. Nous aurons

prlus tard (chap. XX) 4 nous demander ce que peut signifier la solu-

W I
tion négative —— — Vet e? 5 p 2 p,t ¥ p.t.
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vialable, chacune des quantités p,, p,, p, est trés petile devant
e ¢. Reportons-nous alors aux formules (22): quand I'ap-
proximation Newtonienne est valable, leurs dénominateurs
sont sensiblement égaux 3 2m, ¢ et I’on voit que a, et @ sont
irés petits devant A et B. Il en résulte qu’ad 'approximation
Newlonienne, les fonctions ', et W2 sont presque négligeables
devant W, et W',. On est done ramené dans ce cas & un pro-
bleme & deux W; comme dans la théorie non relativiste de
Pauli., Un cas parliculidrement simple ol l'approximation
Newtonienne se frouve rigoureusement valable est celui de
I'électron an repos dans le sysiéme de référence employé ;
lex fonctions W) soni alors :

2ol 2- 4
. . : hmett Tamet
U W, =05 W,—Ae 7 ; I, —Be * (23)
Donce dans un systeme daxes galiléens attaché § électron
les ondes W, et I, sont rigourcusement nulles.

4. Densité et courant dans onde plane, — Nous venons
de voir qu’en l'absence de champ, les équations de Dirac
admettent Ia solution :

g P A-(p.F+ip) He '“’;" (Wl — g —po, ¥ =, 3)

o Lmge
["2 - - {p.r o i_p,v) *\_‘_ !’;l‘ e 2;'-(\\'! PN —p, N =)

W

+mye
c
R AT (21)

‘].3 = Aen WH—pox —p, ¥ =y 3)

2ei
VYV, = RBen (WA ppx—p, v pp 3

les constantes W, p,, p,, p. ¢tant relides par la relation (21).
Les constantes A el B sonl arbitraires sous réserve de la con-
dition de normalisation.
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Calculons la densilé ¢ de 'onde plane (24)

: 2 ¢ ?
o= 3, W W= AA® 4 BB (A07 L BBY) ”“J”;‘H’,
! (? —+ my (-)
(25)
W

C
={AAT-SBBY)
{ ) w

W oy
-, - -mpt et 2
o u

= (AT BB 1

Lo

v
( o —+m, (') (——{— my ¢

;

Calculons de méme pu, d’apres les définitions (4)

{:‘ Her=—10C (.].1* .I"-l T ‘l‘z* ll.;f ll:'_;* .I .2 - 1"1* llll‘)
2 ' YT
(A AT =D C {203)
“(AAT L BB (SRS
‘: G0

ce qui peul s’écrire en tenant comple de (25):

pe et -
s, st 27
. - D \\ ( )

La composanle u, de la vitesse de la probabilité de présence

cst donce :

2
) 0
n _.:-I“

a4 \\__v_ (._}.8)

Or la composanie v, de la vitessc de 1'électron dans la
conception classique est telle que:

: W
pom ol L _\.? v, (29)

- ‘Tl .
| 1—3 ¢
d’oit résulte par comparaison avec (28):
N, ==, {30)

En raisonnani sur les composanles y et z, on obtiendrait
des formules analogues & (26), (27) et (28) et on en con-
clurait

w,=—r, U=, (31)
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Bref la vitesse u de la probabilité dans 'onde plane est

.,
partout égale & la vilesse » que l'ancienne conception cor-
pusculaire attribuerait & ’électron associé A celie onde plane,

Naturellemcnt, dans la théorie de Dirac comme dans la
Mécanique ondulatoire 2 une seule fonction ¥, I'onde plane
correspond au cas ot I’on connail exactement l'élat dyna-
mique du corpuscule (p,p, p. et par suite W connus) mais
oll sa position cst tolalement inconnue.

Les expressions de la densité d’électricité et de la densité
de courant électrique sont ici :

O:_';‘; ’ cpvr;.jy:_e.guy;jﬁ=_09v1 (32)

p ayant la valeur (25),

M Ay et A o o)
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CHAPITRE X1

Le magnétisme propre de 1’'électron

1. Le « globule de probabilité » en Mécanique ondulatoire.

IDEL primitive de MM. Uhlenbeck et
Goudsmit consistait & considérer 1'élec-
tron comme une pelile sphére d 'élec-
tricité en rofaiion autour de 'un de ses
diameétres et possédant par suite {dn
moins dang son systdme propre), un
moment magnétique dirigé suivant ce
dinmdtre. Cette coneeption ne peud pas
dtre conservée A Ia lettre dans la Mécanique nouvelle & cause
de I'impossibilité olt 1'on se trouve d’attribuer une position
et une structure 3 un électron. Néanmoins, nous allons voir
qu’il cst possible & I'aide de la fiction du «fluide de proba-
bilité » d'obtenir dans la théorie de Dirac une sorle d'image
moyenne de I'éleciron se rapprochant de I'image d'Uhlen-
beck et Goudsmit. Pour cela, il nous faul d'abord rappeler
guaclques points de la Mécanique ondulatoire & une fonc-
tion .

Quand nous c¢nvisageons un mouvement d’électron qui
s’opere & grande échelle, par exemple la déviation d’un élee-
tron par un champ magnétique, il nous suffit pour pouveir
décrire ce mouvement 3 la facon classique, de pouvoir attri-
buer 4 1’électron une localisation qui soit compatible avec les
rclations d’incertitude. Or il est facile de voir sur les formules
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que, dans les condilions usuelles de 1’expéricnce, la longueur
d’onde de 1'onde associée & 1'é€lectron cst beaucoup plus
petite que la plus petite longueur que nous puissions direc-
tement mesurer. 11 en résulie qu’il est possible de construire
un petit groupe d’ondes, formé par la superposition ’ondes
planes monochromatiques de fréquences extrémement voi-
sines, dont les dimensions sontl négligeables & noltre éehelle.
Une observation précise faite sur un électron peul done nous
perinettre, sans violer les relalions d’incertitude, «'attribuer
a 'électron un état de mouvement el une position pratique-
ment bien déterminés & notre échelle, Le fluide fictif de pro-
babilité donl la densité esl par définition égale & I'intenvité
Y'Y forme dans ce cas une sorte de pelit globule ¥ Uinté-
ricur duquel la force due au champ appliqué peat ¢tre con-
sidérée comme constanic. N résulte alors du (héoréme
d’Ehrenfest, puisque le globule se confond sensiblement avee
sone cenlre de graviié, que ce globule se meul comme un point
matériel obéissant aux lois de la Mécanique classique. Comme
le corpuscule ne peut manifester sa présence qu’a I'intérieur
du globule ct que les dimensions du globule sont pratique-
ment négligeables, lout se passe comme si le corpuscule lui-
mdéme obéissait aux lois classiques. Telle est la facon dont
s'opere dans le domaine macroscopique [a jonclion entre
Pancienne el la nouvelle Mécanique.

Mais il faut bien remarquer que le globule de probabilité
nc représenfe pas la structure inlerne de Uélectron comme
on avait pu le penser toul d'abord. La densité électrique — ez
a 'inléricur du globule ne représente pas une densiié élec-
trique vraic qui exislerait & lintérieur de ['électron supposé
é¢tendu. Dans les théories actuclies, on supposc 'électron
ponciuel et la densité — es n’est, comme nous Pavons déja
expliqué, qu’une densité électrique moyenne. Le glohule
de probabilité n’est donc qu’une sorte d’image maoyenne des
localisations possibles de 1’6électron. C’est cette représenta-
tion moyennc qui se rapproche le plus dans la nouvelle Méca-
nique de la conceplion classique de 'électron. Aussi cst-ce
en étudiant le globule de probabilité dans la théorie de
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Dirac que nous devons nous atiendre & voir apparaitre le
magnétisme propre de 1'électron sous une forme analogue
a I’idée primitive de MM. Uhlenbeck ct Goudsmit. Nous allons
voir bientdt qu’il en est bien ainsi,

Nous allons rappeler comment on peat obtenir un modéle
simple de globule de probabilité dans le cadre de la Méca-
nigue ondulatoire & une fonction W (Darwin). Nous suppo-
serons que 'onde " a, & I'tnstant initial ¢ —0, la lorme :

gt e
y’ (,[?’ ¥y, z, 0) =-0e e {g‘gi' ) e -).;, ' e fe, vty 3) (l)

a

dont Pamplitude & symélrie sphérique autour de Porigine
des coordonndes cst une fonclion de Gauss du rayon vec-
leur {3 Llamplitude devienl négligeable dés que la distance
a Porigine devient un petit multiple de = : on peut dire que
le globule a Pinslan| initial a des dimensions de 'ordre de .
Le second facleur exponenlicl dans (1) représenie le facteur
de phase d’une onde plane i 'instant zéro. Pour que Uonde W
soit équivalenle & un groupe d’ondes, la quantité s qui me-
sure ses dimensions doit élre petite par rapport & la lon-
gucur d’onde ,—1-:-;;; cn raison de Pexteéme petilesse de cette
derniére quantité, ¢ peut néanmoins iftre négligeahle i notre
échelle.

M. Darwin a étudié la propagation d’un globule de la
forme (1). II a montré (*} que pendanl un intervalle de
temps suffisamment court le globule se transporte en bloc

avec la vitesse v de felle sorte que 'on a an temps £

:': N - /l BN — /) (> v fy

Wix, y,z,0)=—cce " R
e l I\\ b—a (e, ! vy At L';-JII (2)

Cect est en accord avee le théordme d'Fhrenfest, Mais avee

3 3
M Pour que W soil normee, on doit aveira] == 70 57 2.
{*y On tirouvera le développement des calculs da‘ns le livie de
l'auteur : Introduclion ¢ 1'étude de la Mécanique ondulatoire, Paris,
Hermann, 1930, chapitre XIII.

PPt
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le temps le globule a toujours une tendance i s’étaler en pro-
gressant.

Sans insister sur cc dernier point, nous pouvons dire que
le globule sphérique de Darwin nous fournit unc sorte
d’image du mouvement macroscopique de I'électron. I1 est
intércssant de calculer la densité et le courant de probabilité
qui lui correspondent. Pour cela nous devons nous servir des
formules de la Mécanique ondulatoire & un W :

>

- / . . .
o=u\ = -l-ﬁ_ilffi; Wograd W — U grad W (3)

On trouve aisément A Pinstant initial ;

g g > > >
2 R P ol TR
e=rn*a 7 cu="U"4*p=p0p hH
> >
* ~
d’ou ==

Le mouvement de la probabilité (ou de la répartition élec-
—_—
trique moyenne) esi donc une convection avec la vitesse v

et le globule de Darwin donne bien a ce point de vue une
image macroscopique moyenne de I'élcctron classique, En
transposant le globule de Darwin dans la théorie de Dirac,
nous allons voir apparattre 1'électron magnélique et tournant
d’Uhlenbeck et Goudsmit.

2. Le globule sphérique de probabilité dans la théorie de
pirac. — Passons maintcnant 3 la Mécanique ondulatoire
de Dirac avec 4 fonctions U'. Nous avons vu qu’'on pouvait
se donner arbitrairement les amplifudes initiales de W; et W,
et qu’alors \I', et W', se déduisaient des équations de propa-
gation. Donnons-nous done ici Tes U7, et W, initiaux sous la
forme inspirée de (1):

Xt e 2qi ) .
ll':t(wy Y, 2, 0) = Ae T oy e MLy X, a0 o)
. X!y 2nf ) (6)
ll . (x’ y’ z’ o) j— I;e e e W IR G Yy ¥y4oe 3

Supposons valable I’approximation Newtonienne: nous
avons vu au dernier chapitre ce que cela signific. Nous pou-
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h a9\, o k94,
2=i ot 2ni 0t
et les deux premiéres équations de Dirac donnent :

. 1 h ] , 0 o'\,
) R LN
b 27)10027‘1{(3 ‘ lay) Vit (z

ns alors remplacer ar ma ¢’
VO I

: . 7
o LW 8\, 3V @
T 2m,el2ni\dx 9y ° oz
E N T S S 2=i
" Posons : Pece” a7 @ f Mt T (8)

Nous trouvons en substituant dans (7) les valeurs des déri-
vées de W, et W, ;

v (x,¥,2,0) =
1 [A (m.,v; - h ) }- U(?’*o(v4—]—11)y)+‘)}l .ctzyﬂ

T 2mye

Umis? o~ A T
wx (-T,.Y, 2y O)_— (9)
1 SR A A iy hozy] .,
~mc [A (m‘, (v. i-iv, ) —|— ) —B (mo v, 5 F) I

Ces formules donnent ¥, et ¥, & I'instant » pour une
. v
petite valeur de o

Les fonctions W, et W. sont presque négligeables devant
: W, et W, comme nous pouvions le prévoir.
3 :
. Si nous formons U'expression de la densité 2 = Z’_ U rur,
i
les deux premiers termes de la somme £ peuvent étre néyli-

gés devant les deux derniers el il est suffisant d’écrire :

Xt 32

5= f\;\"—'—BB*) e = & (10
Naturellement on doil avoir (normalisation):

X4 Lt

, '
i (AA*-}-DBB*) [[[G_T'dxdydzzﬂ (1)

En multipliant (10} par —e¢, on obtient la densité élec-
trique moycnne 3.

—_—
II faut calculer maintenant les composantes de pu. Ici
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aucun terme n’est négligeable car, dans ['expression de ces
quantilés, les 4 termes sont les produits d’une fonction
d’onde e faible valeur par une fonction d’onde de grande
valeur. On a par exemple :
O T T TR e
oty = — e (W W - W W, W Wy (12)
ce «qui donne d’aprés (7) et (9):
-1AA* (u BB* h_Y
A IJ.—‘)m_g + n—{— — 1
L 4]

=y,

h 2 . . ] _ x4
9T ot (AB* — BA )| e .
., h . ¥
=g, Enmn [(BB — AAY et
R
— LUAB*—iBAY) S
0
e . f__BI3* _
pH. =g, ..m., ’( AA 1313*) Dy
Xt Lyt 52 )
(I \*B— i AB¥) (--: e v (13
On trouve de mémne ;
i, — — ¢ (— P PN T, N )
_ 1 h . * a f * % a ! I\_.?_{'.:‘_:_ix
=rvt o B BAn S — e S e ]
([3"}{5)
s ('(.l G — U, R
h (FA*B—i \n*)- -_(\n*-.;-. T

Pour obtenir les composantes de la densité de courant élec-
trique movyen, il sulfit de multiplier pu,, pu,, su. par —e¢
ou plus exactement, pour oblenir l'expression en u.e.m,

i -
. 1 80 .
)yar Nous {rouvons donc:
c

su, 4 SN B — A )

. ¢ eh
et ke

B o

—(i:\lk*—i;\*l'i)f- R
oz

R S UL

3
¥
j
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. ¢ oLl I e apn @
Jy:—[_»‘ab” i_~I~:nt“{- l (A*B A AB )52
X B .1'J 3!
— (BB*—A*A)% e S {1
. e eh Catae s v O
Ja .-=—(_‘Jv, | Lmm, e .(r AB* — i A “)alc
0 X it
-— AYB— ABY - o
( y ) ay] e

(e sonl ces formules qu'il s’agit maintenant d’interpréter.

3. Démonstration d’une lormule d’électromagnétisme. -—
Pour parvenir & inferpréter les formules (14), nous allons
avoir besoin d’une formule d’électromagnétisme dont nous
allons donner la démonstration dans ce paragraphe.

On sait que 1'action magnétique dun courant pernment

de densité j oest défime par le potenticl-veeteur :

>
g T jds
A= / I / J (I (¢l = Alément de volume)  (10)

—
le champ magnétique se déduisant de A par la formule :

— —

H ==rel A (Li3)

S5i Pon considere le courant électrique comme consiitué
par un faiscecau d’électrons cu mouvement el st 8 désigne la
densité moyenne de charge dans ce faisceau d’élecirons, on

- e v—

doil poser j=2v, v étant la vitesse supposée uniforme des
¢leclrons, Mais si les électrons sonl porteurs d’'un moment

magnélicue, l'expression de j est & compléter en tenant
comple de 'intensité d’aimanlalion T qui existe alors dans

le faisceau, Nous voulons chercher comment j dépend de 1.
Soit un petit aimant formé de deux masses magnéiliques
-+ wet —u situdes A une distance T N'une de 'aulre. Si «, 3, v
) ) v ’
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sont les cosinus directeurs de I'axe du petit aimant, le mo-
—_—

ment magnétique . de 'aimant a pour composantes :

m,=zpul=uam m,=73m m,=vym (17)

Le potentiel magnétique % créé par 1'aimant en un point
M situé A une distance r de son cenire est:

L 1 1 e
& L 1
v/'_—_-{f-—if—_--;( "ezL—l—?_L’H 8_ () (m grad- -)(18)
LT g oy g1z
Fie. 6
et le champ créé en M a pour composantes :
d 8°,
H, =— —Z——(n,_ ne, - )
' 0. T ‘dxy
- 7/ 1 '
ay g 0 ,
I[u':__"_":_ A "l,/__ -7 19
) oy ( 3V 1‘+ ¥ ) (%)
. ) . ot
I, = _2/-: (m, Zr +m, a,__ ? )
0z 3 2 .'L‘ 2 (4]

Nous allons montrer que le potentiel vecteur A, dont le
champ H défini par (19) doit ¢tre le rotationnel, est donné
par:

A—|m.grad 1] (20)

A=|m.grad "

les crochets indiquant un produit extérieur. En cifet, on
a pour H, :
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A, 8, 2 2! a1
H, = (rot \). = By L & a—y (m_‘ _r—m, °~

Y gz oy éx
3 2 3 e P!
—_——|m,. L—m,. .".): —ny, " —m, r
ez 7z 0z dyodx Jzcx
a*! a’-'}
e | R 21
5y n R (21)

. . 1 .
d’ou, en vertu de la relation bicn connue A - =0, on tire
1

pour Il la premitre cxpression (19). On trouverait de méme
les expressions (19) de H, et H.. C’est donc bicn le potentiel
vecteur (20) qui correspond au champ magnétique (19}.

" Supposons maintenani que nous ayons affaire non pas i

un seul petit aimant de moment m, mais & un corps aimanté
étendu dont nous connaissons en lout point I'intensité ’ai-

—_—

mantation I. Nous avons &4 remplacer dans les dernitres for-
—_—

mules m par Ids ¢t & intégrer, ce qui donne :

=1

Supposons Je vecleur T nul aux limiles du corps aimanté.
Une intégralion par parties nous permet alors d’écrire :

=[G ;_g)dr
=S R L e

gmtl l d= (22)

(ou V est le volume du corps aimanté) et nous avons des
formules analogues en A, ¢t A.. Nous avons donc la relation
vectorielle :

’ f ’ m—”d: (21y
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Si enfin nous avons aflaive & un corps & la fois ¢lecirisé
—_—

¢t aimanté en mouvement uniforme avee la vitesse v, le
polenticl vecleur créé par ce corps scra en verlu de (15) et
de 124):

\__[I /~r,,j|_|_rol[ (2h)

Il est done e méme que cclu: (ui serait créé par un cou-
rant de densité :
> > >
J=sv-Lrotl (26)
C'est cotte formule (26) gui va nous servir & interpréter
les formules (14).

4, Interprétation des formules (14). — Revenons aux for-

—_—

muleg (14) ot définissons un vecleur I en nous donnant les
valeurs suivanies pour scs composanies :

o h . e YA
== - -—= —— e i
L= o (- A= ABY
Lo Sl A iy e T (27)
! d=m, e
eh . R
L= e BB — A e ;

Le vecteur I est réel (car I,==1,* ctc.) et il est nul aux
limites du globule de probabilité, c¢’est-a-dire ici & Vinfini.

Avee ce veeteur 1, les formules (14) peuveni s’écrire vecto-
riellecment :
= N —_—

f'ed

j=— v frotl] (2R8)

Cette formule (28) est d’un bhaut inlérd car on voil
la comparant avee la formule (26} que le globule de pre-
babitité, représentation macrogcopique moyertee de |'électron
n’est pas assimilable & une simple sphére de charge — ¢ ¢n
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—
mouvement avec la vitesse », mais & une sphére a la fois

—
électrisée et aimantée, d’inlensité d’aimanlation égale & [ en
chacun de ses points.

Le moment magnétique total du globule est le vecteur M

. —
que l'on obtient en intégrant le vecteur I. Compte tenu
de (27) et de la condition de normalisation (11), on trouve

—_—
pour les composantes de IR (*):

m,,-'—:f(‘[lxdc
S .~_.=+-

el AsB_—AB / / [ d=

“drm, m, ¢
eh AYBL AR~
S A e B R 9
T dmm, e NAY - BB (29)
U g el P(AB* AT
I, 'F_.( ‘.’ / lids= Y=m, e AN* | BB*

- eh  BBY — AA*
=/ /L 4= e AN T BB

La longueur du vecteur 0T est donc :

IO = /I F LM P - o2
eh /(\ BAHAB —(A*B— AB*)* H(BB* —AA%)y
4= m, ef (AA* - BB

e h

= (30)

1=m,c

Le ¢lobule a done un moment magnélique égal & un ma-
gnéton de Bohr.

Reprenons maintenant la formule (13) et cherchons &
I’écrire sous la forme : pu, =pv,+ zv,. Nous sommes ame-
nés i poser -

v En réalité, JT, T, MU, sont seulement des valenrs inoyennes
comne nous Y'indiquerons d’une fagon précise au chapitre suivant.

On devrait done éerive J17, an liew de J17, cle.
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}“ ¥ . . z NP~ vt 3
P — 13* H * A* —_—
u, F=ma| (B3* — AN )q (i ADB*§ A B)72 e N
oo B — A Al i 31)
PRI Y S L A O Tt T '
en ienant comple de (10, e méme nous poxcrons
h - (ABT L AR (BB —AAY
= - I i . K ; 3 Mt
Yo S, st AR BB P AN IR } ()
e U EABY - F AT ._.*(:\‘i* = A
YT e T AN BT AN i
Posons alors :
oo, QBN PAR = Ath

TR m, s AN - B TSR, et AN LB

- b BB* - AA”
M, =2 - . . :2
YT T, st AAT | Bl (+2)

les Tormules (31) el (3)3bis) devicnnent :

DS —=m,re—yw o0 cwr cwazi ) =0, v-—w, 2. (33)
Comme (’aprés Ia manitre méme doni nous avons intro-

duit v'. on a: n—r v, on voil que la vitesse de la pro-

hahilité est la somme de la vitesse » de translation d'en-
—_—
semble du globule et d'une vitesse inderne @ dur & une
—

rotalion d’ensciuble définie par la vitesse de rolation o de
composanles w,, w,, w.. Cetie vifesse de rotation est repré-

senlée par e veeteur w passantl par fe centre du globule,

parallele & N fear on a o, w, w. = I I, < T
longueur
; - i
m =]l m]-w i m s 31
' ot ofeo, 2ram, s ¢
Cefle rotation internc d'ensemble du fluide élecirique
moxen expligue Porigine du moment magnétique IR« elle
est d'autant plus rapide (ue le globule est plus pelit, ce qui
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s’explique aisément puisque le momeni magnétique [)?i doit
joujours ére égal & un magnéton de Bohr. Le globule de
probabilité dans la théorie de Dirac donne donc une sorte
d’image macroscopique moyenne de 1'électron magnélique
iournant.

3T AT R

K
3
i
£
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CHAPITRE X1V

Le tenseur
« densité de moment électrique et de moment magnétique »

1. Le moment magnétique de I'électron de Dirac
a Iapproximation Newtonienne.

ANS le dernier chapitre, en étudiant
le globule sphérique de probabilité
défini par les fonctions d’onde (G) et
(9}, nous sommes parvenus i melire
en évidence un vcctcur_f donné par les
formules 27, vceteur qui représente
I'intensité d’aimantation, c¢’cst-a-dire
la densité de moment magnétique, dans le globule. Or, si 'on
tient compte des formules (6), on peut écrire les formules

{27) donnant les composantes de 1 sous la forme :

eh
_ N | PR | O TR | (g
L trm, ('( vir s 1)
eh AR DAL . ¥
]'r:T'T_IE_C ! I.‘s I-l — L“ ]{.3 ) (1)
L [
| eh (l]f‘*llf‘—- 'I-’." ll'ra)'

T Anmge
Sous cette nouvelle forme, les expressions des composantes

du vecleur I sont valables pour toute onde de Dirac A 1'ap-
proximation Newtonienne (c¢’est-d-dire quand W, et W, sont
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négligeables devant W, et W.) ct non plus seulement pour
lc globule sphérique de probabilité envisagé au dernier
chapitre.

" Les composanies du moment magnélique moyen de 'élec-
tron de Dirac s’obtiennent alors en inlégrant les expressions
(1) dans toul 'espace. On a done:

M= [ f [ras= S0 [ fewevm vy

e h

o, — | [ f Lde=s 20 [ (i i) de

fmm, e,

/,. I /‘(l] U — UL U d L (2)

Il ne faut pas oublicr que toutes ces formules oni seulec-
ment une signification statistique. Si I'on considére un {rés
grand nombre «(Félectrons s¢ trouvant tous dans un miéme

élad défing par les mémes fonetions W et Wy el si I'on mesure
pour chacun de ces élecirons par exemple la composanle le
long de 'axe z du moment magnélique propre, on irouvera
suivant les cas des rvésultals différents, mais la valeur
moycnne des résuliats obtenus dans 'ensemble sera le m,
des formules (2). Ceci n’est qu'une application des idées
générales de la nouvelle Mécaniyue; en particulier on se
souviendra qu’en verlu d'une remarque faite au chapitre VI
paragraphe 3, les cxpressions (1) ne sont pas de véritables

_densités physiques au sens ancien. mais soni les quantités

qu’i] faut intégrer pour oblenir les valeurs moyennes (2).
La troisieme formule (2) doit relenir un peu nolre atten-
tion. Nous savons que si Pon mesure le moment magné-
ticque propre de 1'éleclron parallélement 3 ’axe des z on doit
trouver nécessairement : + un magnéton de Bohr, Les ¢qua-
tions de Dirac font jouer un rdle particulier & Vaxe des ¢
précisément parce que les probabilités de ces deux hypo-
ihéses doivent s'exprimer simplement & Vaide des 47, Si alors
on jetie les yeux sur Ia {ormule (2) on voit que I"hypothése

de irouver pour M. la mlour—i—_i — —‘ est {[/“I *U ds
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eft SRR .
tandis que celle de lrouver — (o csLJ , j WL ds.
1 wae v

Ceci est parfaitement d'accord avee les idées de Pauli aux-
quelles la théorie de Dirac se rameénc guand on admel
commc ici I'approximation Newtonienne. La valeur moyenne
(2) de IN, représcnte bien le résultal moyen de la mesure
de M. pour un grand nombre d’éleclrons dans I'état défini
par W, et Wa.

Les expressions des composantes de T,’ ¢’'est-a-dire les
expressions (1}, sont invarianies de forme pour tout chan-
gemenl de coordonnées d’espace. Cela veul dire que si ['on
passe d'un systtme de coordonnées reclangulaires zyz & un

—

autre systéme reclangulaire 2/ ¥' 2/, les composantes de | dans
le nouveau systeme s’expriment A 'aide des nouvelles fone-

—_—

tions d’onde U/ comme les ancicnnes comporanles de |
g'exprimaicnt par (1) & I'aide des W',. Nous ne ferons pas ici
la vérification qui est facile,

Mais cetle invarianee de forme wn’a plus licu pour une
fransformation de Lorentz, Ainsi se marque le caractére
dapproximation Newlonicnne des expressions (1), Pour
oblenir une invariance relativiste, il faudra tenir compte des
fonctions W, et WI%, ef faire rentrer les trois composantes de

—_—

I'intensité d’aimantation I parmi les six composantes d’un
tenscur anlisymétrique dun second ordre comme nous lc
verrons,

2. Moment magnétique moyen d’une onde plane & Papproxi-
mation Newtonienne. — Considérons une onde plane définie
d l'approximation Newlonienne par les deux fonclions
d’onde :

T
——"' ! [\\'1 — L, N — ;I
W,ocAe | | '
Rt
2ni 3)
ne [\\'f LN — B eV — s
1 = Be

quelles sont les composantes du moment magnétique moyen ?
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On trouve aisément & 1'aide des formules (2), compte lenu
de la condition de normalisation (*):

_eh — A*B — AB*
T imme  AA* L UBY
_eh PAB* —iAYB @)
"Tdrmme  AAT 4 BB
eh BB* — AA*

3

3

I T dmme  AA* - BB*
x
A
)
_ ST 7
LN
n
I of
Fis, 7

(*) On peut éire géné pour écrire la condition de normalisation
parce que le domaine d’intégration est infini et, rigoureusement par-
lant, il faudrait introduire les différentielles propres. Mais on peut
pratiquement tourner la difficulté en supposant d’abord le domaine
fini et de volume V. La condition de normalisation s’écrira alors ici :

[ [ o4 de a4 Bamy =1
et de (2), ou tirera par exemple :
A eh . . ) . ch  — A*B—B'A
— . sty 87 2
I, 4'nnn.c( B — 1A trmye AN 4 BB

Comme ce résultat est exact, quelque grand que soit V, fes for-
mules (4) se trouvent justifiées.
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Les formules (4) coincident d’ailleurs avec les formules
(29) du dernier chapilre. Nous pouvions nous y atiendre car
lesdites formules (29) sont valables quelle que soit la valeur
de ¢ dans les formules (6) et si nous faisons tendre ¢ vers 1'in-
fini, le globule sphérique du dernier chapitre tend vers Ponde
plane (3).

—_
Repérons la direction du vecteur J1U dans un systeme de

coordonnées sphériques § et ¢.
Nous avons alors :

M e I, M, =(— A*B — AB*) : (i AB* —iA* B)
L (BB* —AAY) ()
=sinfcos g :sinUsing : cos

d’on Von tire aisément :

( I_’__B*).;( EJ.‘.‘).(“ B” 1)_
A AR TAY C\A T AT T

b b b _
=2 clg "y €08 ¢ 1 2 ety y Sing: ((ttg" 5 l) . (6)
Or on satisfait aux équations (6) en posant :
l‘; 0 i ol
—-'_-\—:r_:tg?e : {7)

et la relation complexe (7) équivalente & deux relations réelles
nous apprend comment Dorientation de JI est relide a la
B

valeur dn rapport e
On peut exprimer cette liaison de la fagon suivante (Dar-
win, Jordan): Considérons une sphére de rayon unité:

I'orientation du vecteur J1U esl définie par les coordonnées §
et = du point M ol ce vecteur perce la sphere. Projetons ce
point M stéréographiquement sur le plan de 1'équateur, le
centre de projection étant au pdle nord.

[.e point projection m a pour coordonnées ;

9 %
r=rclg - cosy y=clg 5 sing (8)
[~ o~
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x

Fic. 8

Si l'on considere le plan des zy comme le plan d’une

f
variable complexe, 'alfixe du point nr est colg - e'r el est

4

LB - . :
égal i — —_—\-cl apres (7). Dot le résultal suivant : le rapport

— —{(rsl relié i [a direclion du moment magnétique par la

méme relation qui lie affixe d'un point dans lTe plan d’une
variable complexe avee la direclion qui lui correspond dans
la sphire par projection sléréographique.

3. Le tenseur « Densité de moment magnétique et de mo-
ment électrigue n. — Nous avons vu que les expressions (1)
possédaicnl U'invariance de forme pour les changements de
coordonnées d’espace, mais ne la possédaient poinl pour les
transformations de Lorentz, Il est néanmoins possible de
frouver 6 combinaisons quadratiques des 4 fonctions W, qui
se lransforment lors des changements de coordonnées gali-
Iéennes comme les composanies d’un tenseur anlisymétrique
du second ordre. Voiei lenrs expressions qui sont toules
réelles :
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eh . . . . . . . .
B P L AP B

eh \‘

._J/ I‘A‘* roRy %y Py |I'.‘<

1=m.e

('u'~~| AT, N )-__
3

eh N\ o
&

“

e = 1= l =,

th
= b [ S PR S ;.
v I ~
1 ..Hlnf i

1 ch UIEIE TRERIE N, A ||‘*1|'\)
thy, == 1. =— . : — g Ly I LA ’ =
ol ~:7?!?l..(’( ! 2 3 3 1 1:
'
ch ONY L "
= —— |,_. s Ay T Yy Il;
tmm,e =
el . < ele . '
. U PR R T RS T | RO Y R | AT | Ay | R
wy=1,: lﬁm"v(,l] FL R, — 0, |1)
1
ch N "
= L 'l PO I;
I =me =
eh ey R, et -
w, =), = _,(_ TR R TR R T R -:—".|”['l)-:
L i . ]
1w mel /
b
T DR TS
A = anye - A
el ..
B Tt t (A L W A W RRA WAl PRI L DAL
Pur $ 7:!"“(“-. ] < 4 | 3 L 4 2
1
efe N\ . .
L l RS Y i (E])

T e -

A Paide des 6 guanlilés (9} el en posant les relations d'an-
tisamétrie w, = - w, efeoon peuat constituer un tableau

in

anlissmélrique a - rangs el 4 colonnes
0 o, u. 2,

L ns Pl

U LY S T
(1)

yoow, ) [T

Coe [ v

1

Ao W, My N !

il est facile de vérifier que le ableau (10) défimil un len-
1

seur antissmétrique du second ordre. Pour cela, il suffit de
vérificr que pour chacune des (rois (ranxformalions simples
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en lesquelles on peut décomposer une transformation géné-
rale de Lorentz, les u,; sc transforment suivant le schéma :

an da dz; (11)

dz, dx,

Nous passons sous silence cette vérification qui est longue
et sans intérét.

Si I'on peut négliger les fonctions d'onde W, et U7,
(qui arrive quand l'approximalion Newtonienne est valabic,
les quantités .., u.. et u, se réduiscnt respectivement

aux I, I, et I, de la formule (1). Il est donc naturel de penser
que ces trois composantes de w sont les trois composantes

de 'aimantation magnétique moyanne?dans leurs expres-
sionsg relativistes exactes.

Mais que représentent les 3 composantes u,,, p,. et g, ?
IEn théorie de Relativité, on doit unir le champ magnétique
el le champ électrique pour définir un tenseur antisymétrique
du second ordre. Dans un mémoire sur 1’électron magné-
lique antérieur a la théoric de Dirac, M. Frenkel a montré
la nécessité de compléter le moment magnétique dc I'élec-
tron par un moment électrique ('). Voici comment Frenkel
a raisonné. Dans la théorie ancienne de D'éleciron mauné-
tique, 1’électron est un corpuscule possédant un moment
magnélique propre ; dans un systéme de référence ou I'élec-
tron est en mouvement, il doit créer autour de lui un champ
électrique d 4 son moment magnélique car, de méme
qu’'une charge électrique en mouvement est équivalente 3
un courant et crée autour d’elle un champ magnétique, un
pdle magnétique en mouvement crée autour de lui un champ
électrique. L’électron magnélique en mouvement doit donc
posséder un moment élecirique et, pour salisfaire aux exi-
gences du principe de Relativité, les trois composantes du
moment électrique doivent s’unir aux trois composantes du
moment magnétique pour permettre de définir un tenseur

(1) Zeitschrijt fitr Physik, 37, 4-5. p. 243,
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antisyméirique du second ordre. Nous sommes donc amenés
i considérer p., M, M, comme les irois composantes d'une
densité de moment électrique.

Les 6 quantités (9) permettent de former 2 invariants
c’est-a-dire qu’il existe 2 combinaisons des u,; dont la valeur
est la méme dans tous les sysiémes de référence. Ces deux
combinaisons sont les suivantes :

[2_ J! — I; + ]”‘z _|_ 1‘2 _ J&Z _ J,_,z — J,’ ;
— S —
(I M J)=I'e‘].c. I.uJy '+' I‘J,. (12)

kEn effet introduisons les deux invarianis déjx rencontrés
au chapitre XII, paragraphe 3 :

Q=T *J, + W g, — 0N g ), :qu.‘km ca, I,
1
Q= i W g O W — i, — U=

1
_.—_Ek U™ wooy 2 g 9, U (13)
1

On vérifie aisémenl les relalions :

2 - 2
I’—J*:(?l-::‘: ;) @F — Q7 ;s (1. )= (4 _":; P) Q,0,
(14)

qui monirent bien Pinvariance des deux quantités. Cetic
invariance est d’ailleurs évidente au point de vue tensoriel
car d'une part I*—J° est la « longucur» du ienseur dans
I'espace lemps et d’autre part le produit scalaire

- —>

( I.J ) = Hu: P + Yo P + Py Kt
qui est évidemment un invariant des changements de coor-
donndes d’espace, ne varie pas non plus pour une transfor-
mation simple de Lorentz comme il esf aisé de le vérifier;
d’ol résulte son invariance pour une transformation géné-
rale de Lorentz.

Comme précédemment nous pouvons remarquer que les

expressions (9) ne sont pas des densités physiques au sens
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ancien du mot : ce sonl seulement les quantités qu'il faul
inlégrer dans I'cspace pour obienir les valeurs moyennes des
compusantes du momenl magnélique et du moment élec-
trique de 'électron. Ces deux moments moyens que nous

—_ —_
désignerons par JIL el &€ sont donnés par les formules :

—_ - . ~— - > - Q_é.

M=/ [ [frda: o=] [ [ Ve (15)

—

—
les vecleurs T el J étant définis par leurs composantes (9).

. .
Nalurcllersent les valeurs des composanies I, ete. doivent
élie interpréiées statistiquemeni. Ainsi la formule :

R [ frae=

f [ /-‘(l]'lw U — W W, — R _+_ | U, d= (16)

signific qu’une mesure de 21, peut fonrnir la valeur

eh R R AN . . .
—5—1 -— avee une probahilité { I / (W U Y s
tTmme R i
ch e
el la valewr — ——- avee une probabilité

dmme
[ e e s,

La somme des deux probabilités esl é¢gale & 1'unité en vertu
de la condition de normalisation des W,.

M. Frenkel ('), en raisonnant sur P'ancicnne image purc-
ment corpusculaire de 1'électron, avait d*montré que le mo-

ment magnétique I de 'électron dans un systéme on sa
—_—

vitesse est v doit ¢re relié & son moment électrique 4 dans
Ie méme systéme par la relation :

T = [.'m . (17)
.

(Y Loc. cit.
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Nous allons voir sur un cxemple que, dans la théorie de
Dirac, la relation de Frenkel resic exacle.

4, Exemple simple: 'onde plane monochromatique. — Ser-
vons-nous des formules du chapitre XII, paragraphe 3, en
prenant, pour simplifier, la direction de propagation de
I'onde planc comme axe des z. On a alors : p,=p, =0 et les
4 Y, ont la forme ;

2ad . - Qo
..lrg:f\ e i (W — ps 3 ll-‘ :Be Y (W1 — p;3)

ll", — \V ]);_;_"\ e's OV F— pe ), ‘] z_. . }'} B e '_-';i{“,’_n;;)
e ey
Avec cette forme des W7, les formules (9) donnent aisément;
¢ h / p.t \
= - LART - : _ :
1 l-—m..( (ATD - )1 (‘\\-’ oy e 17
eh 2ip,
,l,:—---- . B *_‘. »
! Amm, e W (Al V)
Cosemye
=i ¢n (\n*—n\*}'l S Y
YT T lmm, ( A\ )9) )
-
e h RETE ey - .
D — . v 2 —— * 1'
Iy dam,e "W {(ATB-— AB") (1)
e oMue

e h

. P;-_’ .
— LA — R T B R
d =, (‘(BB AAT) AV RIS
[ P 4')

On vérifie sans peine que on a:

(. hy=o. (20)
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Ceci est d’aillcurs une conséquence de la seconde for-
mule (14) car 'invariant Q. est nul dans le cas actuel (*).
L’examen des formules (19) fournit les relations :

W
(2
¢
Jzzl.’/' \\' o =1y, —
(? +m, c) + pt
oW,
2;)_.(—(_— SRR
bom—L = e =l J,==0. (21)
(—(‘- |-, c) + p?

En intégrant les relations (21 dans toul 'espace pour faire
—_ —
apparaitre les composantes de JIU et de €2, on voit que la

relation (17) de Frenkel est véritiée (car v, = v,—0).
Quand lapproximalion Newtonicnne est valable, le rap-
r m, v, 1 v,

orl ——"'=—— esl sensiblement égal & ——-* == 2 ¢t son

P L & Smyc 2 ¢

— +m,¢

¢
carré esit négligcable devant 'unité. On trouve alors pour
I.1,1, les valeurs quc 'on obticnt & partir des formules (27)
du chapitre précédent en vy faisant tendre & vers l'infini,
résultat auquel on pouvait s'attendre.

Sur les formules générales (19) et (20), on peut faire les

remarques suivantes : le vecteur J est normal au plan déter-
— —_—
miné par le vecleur T et le vecleur p; si la vitesse tend vers
. . Y . W .
la vilesse de la lumigre, ¢’est-a-dire si p, tend vers c {qui
est alors beaucoup plus graud que moc), le triedre formé
N ——
par les trois vecteurs p, I et J tend & devenir trirectangle tan-
—_ —
dis que les longuenurs de [ et de J tendent 3 devenir égales.
(*1 En effet, on peut évidemment calender cet  invariant  dans
n’itmporte quel sysiéme Galiléen, par exernple dans un systéme o I

vitesse de Uélectron est nulle ; or, dans un tel systtme W, =9, — 0
el 113 donne Q, ==,




CHAPFIRE XV

Matrices et intégrales premiéres dans la théorie de Dirac
Moment de rotation propre de 1'électron

1. Les valeurs et fonctions propres des équations de Dirac.

ES salenes el fonclions propres des
cquations de Dirae se délinissent nisé-
ment par andlogic avee Teoeas de T
Ihéorie & une fonetion Y.

i le champ extéricur est inddé-
pendant du temps, i existe des soln.
tions monochromaliques des &qualions

e Divae o est-di-dire des solulions on

les quatre Wy ne dépendent du lemps que par un méme fae-

T B o
tenrs exponenlicl e Wi Les gunalre V7 satistont alors les
f I3

équations :
Woe \') .

— -, ]
’[ ( e 11 S

s PP o By m,,('} U= 0: (h=1,2,3,1).

(D

Les valeurs de la constante W pour lesquelles it existe au

moins un ensemble de Wy qui soienl finies, uniformes, con-

linnes of nolles & Vinfini, sont les o valeurs propres» de

["équation 1o A une valear propee W, correspond done an

moins un ensemble ¢ de Tonetions propres W UL 4.,

21

¢ Llenxemble des § Fonvtions prapres W, peal élre nommidde une

< solution propre » de V'équation (17,
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et ¥, ,. Nous donnons deux indices a chacun des ¥, le pre-
mier é1ant I'indice introduit par la théorie de Dirac, le second
celui qui caractérise la valeur propre correspondante.

Les qualre fonctions W'y, , correspondant 3 la valcur propre
W, satisfont donc par définition aux équations :

: 7 Y
[(\‘;" z_‘.l) 5 % I,ronnm\ Wi =03 k=1,2,3,14. (2)

Comme on peut multiplier les quatre fonctions 4., par
une méme constanle arbitraire sans qu’elles cessent de satis-
fairc aux équations (2), on voit que chaque solution propre
n’est définie qu’d une constante multiplicative complexe
prés. On délermine le module de celte constante A I'aide de
la condition de normalisalion qui, nous 'avons vu, doit
g’écrire :

1
{Zk e, W dr =1 (3)
]

Nous allons maintenant démontrer 1° que les valeurs pro-
pres W, sont toutes réclles, 2° que si les fonctions propres
., el W, correspondent A des valeurs propres W, et W
distinctes, on a la condition d’orthogonalité :

~ 4
I Zh ll"*k,m .I.h.w dT — 0 . (4)
L

En effet, les fonctions W, , obéissant aux équations (2), les
fonctions ¢, | obéissent aux équations :

T o * ‘\r
[(\\cm +{',.')J—Z a*P*La*me| Wy, =0(k=1,2,3,1).
)
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Multiplions (2) par W*, , et (5) par ¥, ,; sommons sur
I’indice k et retranchons ; il vient :

3 . . 3
\\’p_ X\[m* . . . Y .
2"[_' (___ll 1"./s.m li’t.ﬁ_%—l‘*k.mz‘-mi i‘)' - “Ik.”'—

1 1
R}

. £ 1) * T LU .
- ll k.nH, % l F ll R.,m+ nt, ¢ (!I kon 2 li k.:>+
1

+ W 2%, '1"*k,,,,)] =0. (6)

Or nous allons montrer que, si F est un opérateur linéaire
opérant sur les coordonnées (et non sur les indices k de
Dirac), on a:

1

1 _ .
Dl Fo Wy = D W, W, (= 1,2, %) (D)
i

En effel, en tenani compte de l'hermiticité des o, on

trouve :
4

R

x o . .
Zkll LIS ]‘1,- l'.i.n_
4

1
Z‘ L __Z W, L (=, FU,
o () RN L;IN] Z ()0 Wi

C.Q.F.D. (8

l

I
e 1\/ L2

>

=2 W a0
1
De (7) nous tirons d’abord comme cas particulicr en fai-
sant F=1:
4

N 5
Ldk ‘I"k,m % .i.).‘n :Zn ll.k‘n . Qr* ll-*k‘m‘ (9)
1 1

Il en résulie que dans (6) les termes en eA,, e, eA, et en
nt ¢ dispavaissent. L’équation (6) se réduit done & :
4
s‘ [\VN — W,.",

X
st ¢

F.om

l k., m ll L
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b2l

ho . 0
_ \ Lo o |—
_ m_lk‘,,(ma, +a )ll l_n. (10}
Or d'aprés (7) on a
1
1
we, 2,0 \ Wy 22U ele. (11

‘_l,‘/; o a";; x4 I/,,"'—‘ “/. 'a " .

et la formule (10) devient :

1
W, — W | . ft \ a . .
Z): ’ — */-' wi t Y kow T (.I koot % *\ *I.',m) 17

¢ ) 3 mildr
L0 Ly . g ... . j
R 8«,(‘[ kot 2;‘* U *l:,--') -I .83 (.l K, u 7‘:;* U *k.u!):l =0. (12)

Eninlégrant dans lout I'espace, le lerme entre accolades
donne zéro parce que les 80 sont nulles & Uinfini ot it reste

W, — W \‘ . .
e ’ —d’ Yaom W ds =0, ()

Si Uon Lnit d'abord so—m, on déduit de {13) que3W *=W,
pour toule valeur de et cela signifie que tlous les W, sont
récls. Sioensuite on prend no/ moen ose souvenanl que par
hypothése W -2 W, on déduit de (13} la formule d’ortho-
conalité (4. Le théoréme ainsi annoncé ext done démontré.

La relation d’orthogonalité est en général en défaut pour
deux solulions propres correspondant 3 upe méme valeur
propre (cas de la dégénérescence). Mais alors les solutions
propres qui correspondent & une méme valeur propre n'éiant
déterminées qu'd une transformation linéaire prés, on peud
toujours choisir ces xolutions propres de facon qu’elles
soient orthogonales,

Le cas des speetres continus de valeurs propres donnerait
lien aux mémes remargues que dans ta Mécanique ondula-
toire it une fonction ¥, D’unc facon générale d'ailleurs, le
parallélisme des deux théories est iei complet. Néanmoins il
fant noter une différence : dans les formules ot interviem
une inlégration dans espace telles que les formules de nor-
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malisalion et d’orthogonalité (3) et (4), il faut en théorie
de Dirac faire une sommation sur l'indice k. La préscnce de
cetle sommation paraitra toule nalurelle quand nous déve-
lopperons le point de vue synthélique dans lequel on con-
sidére I'indice & comme une sorte de variable supplémentaire
disconiinue (cf. chapitre XVI).

2. Matrices et intégrales premiéres dans la théorie de
Dirac. — Dans la Mécanique ondulatoire & une fonction W,
on fail correspondre & tout opérateur linéaire ot hermitique A
la matrice dont les éléments sont définis par la formule ;

j\uw =f l!."‘* “\ (‘r\ﬂ) d’: (11)

dv étant I'élément de volume du domaine d'existence D des
fonctions W, On dil alors que 'opérateur A est intégrale
premiére pour le probléme considéré si tous les A, sont indé-
pendants du temps et nous avons vu qu'en posant
h 0
=1 — .

2wi @

*

la condition nécessaire el suffisante pour que A soit intégrale
premiére est

LA—AL=0 (15)

Comment allons-nous fransposer ces définitions dans la
(héorie de Dirac ?

Pour définir les éléments de malrice, nous tiemdrons
comple de la remarque faite & la fin du dernier paragraphe,
¢'est-d-dire que nous superposerons i 'intégration figurant
dans 'ancienne définition (14) une sommation sur 'indice
tles fonctions W, de Divac. Les éléments de la matrice corres-
pondant & un opérateur ("} linfaire et hermitique A seront

donc définis par la relation :
!
A, = {Z‘k WA (V) d (16)
n 1

{'; Naturellement en théoric de Dirae, un opératenr peut opérer
aussi bien sur 'indice k que sur les coordonnées.
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Nous dirons toujours que A est intégrale premidre si tous
les A, sont indépendants du temps, Pour trouver la con-
dition qui exprime que A est intégrale premiére, nous écri-
rons I’équation symbolique de Dirac sous la forme condensée:

L(U)=0 (17)
avee :
3

l,=(P‘ J,-Zi a2 P+ 2, mr,e) (18)
;

el nous remarquerons qu'en posant:

a
H=—-— lc V- 2,- co P L oam, (!2\ (M
, 1

on peut écrire :

1 ho 3 h oW
=——H"-h—=1; — S=IH). (2
1 F( il 27::'31)' 57 7 =1 0

L’opérateur H défini par (19} est I'opérateur Hamillonijen
dans la théorie de Dirac. L’opéraleur H est hermitique ¢’cst-
a-dire qu’il satisfait & la condition :

4 1
{ Y, s, HOE, )= — [ YL HTE ) de (2
L 1 - B !

pour toutes valeurs de m et de n. L'équation (21) est la géné-
ralisalion évidente de la condition d’hermiticité de la Méca-
nique & un ¥ ; elle exprime d’ailleurs simplement que 1'on a
B,.=H*,, daprds la définition (16). La formule (21)
se démontre aisément en tenant compte de I'hermiticité des
a; et de la propriété des ¥,. , d'étre nulles aux limites de D (*).

(') Pour faire la démonstration, on remplace dans (21) Yopéra-
teur I par son expression (19) et on vérifie gne la relation (21) es)
valable pour chagque terme. Pour les lermes contenant V, la vérifi-
cation esl immédiate. Pour les fermes contenant A, A et A, on a
par exemple :

1 4 1 4 1
z;)t ¢ .'\\‘.A?,-(’h‘)*j ‘!',, o :}ch ‘\.e‘ ‘l;“j\m?k (1])}_*‘”* = Eijw’_;‘,”e;\x’l] tvj_m




.
3
y,
5.
3
3
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Pour cxprimer qu¢ A est intégrale premidre, nous écri-
rons :

. e\
aA,,, [z e, (ataz.).:_

A v gy . .
1‘?*" ;.1'5"1- (‘[:k.m)—i_ __a-t.k- j ( .3 n)] d’ == (2'%)

Puis, comme Von a L (47 .} =0 et L* (4%, ) =0, nous
ol 3. {
5 el T par xa)

e lb
el — n- H* (U*,,.) respeclivement, ce qui nous donnera :

remplac(rrons les dérivées

4
d.’\ 2T
¥ S . ‘
i _/Zl “on AH (W)
+ l['*ma_’t(lrh} QH* (*, L0 A, ,,)} dz. (23)

On peut transformer cette expression  I’aide de la formule:

4 I
[ DIl (U, ) A1) de = f DU, HA (V) de (24)
oo | PO |

d cause de I'hermiticilé des @, el la relation (21) est ainsi démontrée
pour ces termes. Reslent les termes tels que

4 ~
“ _,i 0 ‘ ‘l”k m * ‘].hﬂ .
wig z° :
On a d’abord, loujtmrs A cause de I'hermiticité des 2 :
4 1
h v h ‘w l‘I Foub g

d
_,.—_'-1-1‘:3; (0", mJ Wy =3 w dx——-‘n(ﬁ); 2 Wa

puis par inlégration par parties parce que les W, . sont nuls aux

limites de T :

h AU k.
\w Foul g o
ﬁ; f—ax ...k(a.); k“k ud._

k- B

PANTEN|
~ 4 ~l 4
—-—oh_./ E,- Y Fom dk (11)} L3 'a" i = Eh ‘F‘Lm (— c)_h i) oy u.k.n
2nif, oT Joo 2xigr

C.Q.F.b.
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qui se démontre comme (21). En portani (24) dans (23),
on Lrouve ;

’] -Am L
ot

1
A~y GA 2= :
. gA | 2=wi . .
= f L,‘ U* | — == (AT — HA)[ ¥, d=. (23)
Jo Ty ot h
On en conclut d'aprés (22) que ka condition néeessaire et
suffisanie pour que A soit intégrale premidre est :
AN .
=+ —— (AT —HA) =0 26)
57T ! ) (26)
car les W forment un systéme complel.
On peul encore écrire Ja condilion (26) autrement en
remarquani gue 'on a pour une fonction f quelconque :

%A ) = 2,‘ () i- A (aif] (27)
'oft symboliquement :
%: —;;j-- A=A %{ . (28)
Done en remplacunt opérateor —E;[ dans (263 par sa
valeur (Z8), on a :
LA—AL=0 (2%

rn vertn de (20).

Les conditions (26) et (29} ontl la méme {orme (ue les
conditions analogues de la Mécanique & un W) mais avee
une (éfinilion différente des opérateurs |, et H.

Nous remarquerons que Uéquation (1} peut s’éerire en

inlroduisant ta définttion (19) de H sous la forme :
Iy, =wu',. (30

Les valeurs propres W, définies au paragraphe 1 sont donc
bien les valeurs propres de opérateur Hamillonien, c’est-
a-dire les valenrs propres de 1'énergie.
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3. Exemples d’intégrales premiéres. Moment de rotation
propre de Pélectron. — Nous allons d’abord examiner dans

quel cas Uopérateur Hamiltonien correspondant & 'énergie
est une intégrale premitre. Pour cela il faul que 'on ait :

1 ko 2\, 1(_ h a.)__
L1 —731 —E‘(—Il—]—-zm.-at)l-[ Il(' II—|—ﬁ-at =)
(31)
ou plus simplement
9 0 _oH _ .
37 Il—-—li.-a—t._.a—’:(). (32)

La condition nécessaire et suffisante pour ¢que 'énergie
soil intégrale premidre est done loujours que le champ exté-
ricur (défini ici par les 4 fonctions V, A, A, A,) soit indé-
pendant du temps. Clest le théoréme <le la conscrvation e
I'énergic en Mécanique de Dirac.

On voit aussi aisément que i le polentiel vecleur est nul
et si le potentiel scalaire ne dépend pas d’une des coordon-
nées, metlons x, la composanle correspondante de fa quan-

h o
2ridx
midre, C'est le théoréme de la comservation de la quantité

Lité de mouvement (p_.c::— ) esl intégrale pre-

de mouvement.

Beaucoup plus inléressante esit I'étude du théordme de la
conservation du momeni de la quantité de mouvement dans
la théorie de Dirac. Nous avons vu en cifet que dans la Méca-
nique ondulatoire & une fonction W, le momeni de rotation
autour de I'axe des z correspondant & 'opéraleur

h 0 ! )

M.i=xp, —vp.= . —— = 303

: Py — ¥ P 21“(3' 3z %y, (33)

est une intégrale premigre =i le champ de force posséde la

symétrie cylindrique autour de ’axe des z. Or nous allons

voir que ce résuliat ne subsiste pas dans la Mécanique

4 fonctions W et nous chercherons par quoi 1l doit &tre rem-
placé,
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Vérifions d’abord que dans un champ dérivant d’un poten-
tiel scalaire & symétrie cylindrique V (p, z) avec

PR WA S T 4
p=Va& -y,

M. n’est pas une intégrale premiére en Mécanique de¢ Dirac.
Pour cela nous devons montrer que M, ne permute pas avec L.

H est d’abord évident que M, permutc a

Ve

] h 8

2719t “3ni 22

. . e
et a,mo ¢ ; il permute aussi avec le lerme p V car 'on a (en

opérateurs) :

? ? 3 8y, _ av
V(ya_w-xﬂ)'"'(yf??v”'jﬁ)\_”’F?

ce qui est nul parce que V nc dépend par hypothése que de

car on a:

Yoz

AR

— ne 2
g=Vat ¥
Mais par contre M, ne perinute pas avec les lermes en
a 0 ten —zx s
—a s— —cten—x, — -
'2%i o 2migy’

g ko R ONR [ D BY
YoTidw  *dmiody/2=iy dr " By

_ k2,0 ( ho_ RO
2ni(y8—x 'By)-_y":zm'a:r: ‘Ex_fay)

W/ 9

Loy @
_4:?("?%“ '3y

On a donc au total :

h* ¢ 0
LM, — ML= (%.6—.?— . 0

et M, n’est pas intégrale premiére.
Considérons alors I'opérateur ;

No=M—az,

h

=i’

)

(35)

(39)

(37)
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Cet opérateur est hermitique car le produit des deux ma-
trices o, et @ qui sont hermitiques et anticommutent, est
antihermitique et leur quotient par { est hermitique, Nous
allons montrer que dans le cas considéré, N, est intégrale
premigre. Pour cela, formons la différence

h h

oy —— . — Oy Ay T,
*Awi P A

]A %X I..

Les termes en V et 2, m ¢ de L commutent évidemment

k4
ot
. N h ¢
avec «, % ; il en est de méme du lerme =x;—. .~ en vertu
2nioz
des propriétés des e,. 11 reste donc :

t
L 2% '124;'_{_'—— % iyﬁL——'—:
- =~ v L

h? 2 2 o 0
Tt .'1, o) 0 9—J'+ %, % q’é}— WA Ay g Ty % 3-5(] (38)

Comme on a2 %) = 9, %, = 1,2, % 2y == — ¢tz 2, %, = —

— 24, ON lrouve :
h h I* ( 0 ¢
2

Liogyoy -n— oy 2, — L=
R T ER = R

o ! ax %y é;):IJ)I‘Lh[‘LD
(39)

—
2
1=

On en conclut la relation
LN, —N,L=0 (10}
et I’on voil que N; est intégrale premiére,

On peut faire un raisonnement analogue au précédent pour
les composantes d’indices z et y cn permulant le réle des
axes. On voit alors qu’en théorie de Dirac, le moment de
rotation fofal de I’électron est un vecteur de composantes :

N.=M,1-S, N,=M, 4 8, N,=M-}S, (41

les opérateurs correspondant M. etc. étant:

_ h [ B 3\ .\ h [ D a)_
M*_é'?:'i("a_y_yéz)'ny_z?i('”?i" * o)’
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h o h
S, =—a,a -_— N, — — %, % -— N, = — oy o T
e 2 3_1“_1’ 12 3 J._Ltlv‘. i i_lﬁ’

M, M, M, soonl les composanics du moment de rotalion « orbi-
tal » de Vélectron et ['on est amené tout naturellement & con-
sidérer 8., 8, 8. comme les composanles du moment de rota-
lion propre de I'électron, ¢’est-a-dire du «spin ».

4. Calcul explicite de N.. Signe de Ia masse propre pour
les ondes I',. Il est trés intéressant de calculer explicite-
ment opéralear N, correspondant a Uaxe privilégié z el de
voir quels résultats on obtient en 'appliquant successivement
aus quatre W,.

En partani des valeurs que nous connaissons de o, et 7.,
on calcule aisément a Patde de la régle de maltiplication des
malrices la matrice produit o, 2, et Uoun {rouve .

l — i 0 7] T
o 0 -i 0 o .
Fi e = 0 o —i 0 (43)
0 0 o i
De I3, on tire facilement :
. U | S
"\; (qu):B‘: ({‘ !) 'T__l__u‘ 1
C e . h .
N (=M — 5 M
i\‘; (‘I.:;) s=e .\I; (.I.:;) : ! lh;_ ‘].:t (tx)

N (1) ML) —

Nous voyons donc sur les formules (44) que pour les ondes

NI . . h
d'indice impair le momeni de rotalion propre est -f-4-- ot
(s
T . h
pour les ondes d’indice pair — ="
R

Kcrivons la valeur moyenne de N.. Nous avons :
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- |

N, = / [2,. N, () d=
- . (15)
=:SL-F4 / / /|u L S UL PR U S p oTLN Y 7

On doit inlerpréler cette formule en disant @ le moment de
rolationt propre de 1'électron le long de [Maxe des z ne peut
h h el
prendre que les deux valeurs = el P la probabilité de
la premidre hypolhése élanl

/ [ / QFy 0, L ) de

el eelle de Ta seconde étanl

[T e e,

Comparons alors la formule (43) asee la formule :16) du
chapitre NIV qui donne e moment magnélique moyen de
éleetron le long de o2

“‘ .f)lf: [[[(ll —Wr W, l].'_,‘*ll‘_{ | W W)=

(16)
Nous voyons qu'on peuat faire correspondre :
s W . o h
alonde Iy un moment magnétique — - —-
tmm,e
un moment de rotalion-!- T
T . . . e h
a Ponde W, un monient magnéticque - -
f=m, e
. h
un tmomenl de rodation — 1=

Pour ces denx ondes qai sont prépondérantes & 1'approxi-
mation Newtonicune, nous 'avons vu, le rapporl des deux
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3

€
- comime on devaii s’y attendre
m,

3 cause du double magnétisme de 1’électron tournant (*).

Mais pour les ondes W', et W., nous obtenons un résultat
surprenant. En effet d’aprés (45) et (46), il faut faire corres-
pondre :

momenis est égal & —

eh
Awmy,c

a Yonde ¥, un moment magnétique

. h
un moment de rolalion - 4
. “+ T

eh

a londe U, un moment magnélique -~ - —
Tm, ¢

. h
un moment de rolation — i

1

4

’ N e -
d’ou pour le rapport des deux moments -} — | valeur qui
m, ¢

differe par son signe de la valeur attendue,

D’cu provient celte anomalie? PPour le comprendre, remar-
quons d’ahord que tout se passe comme si, en ce qui con.
cerne les ondes ', et I, 1a masse propre de 1’électron était
— m, au lieu de nw.. Ceci se voit bien sur les éguations mémes
de Dirac :

4
(p'—'_}:iai P-i- =, "'0(") Yy==10 (k=1,2,3,4) (7
Y T

si I'on retient la forme explicite de la matrice «, :

G n}
ot 0 ol

n=lo 0 —1 o (18)
00 0 —1|

Le terme en m, a un signe différent dans les deux premigres

(') Le rapport — h-f- est en elfel le double du rapporl normal
oC

donné par la formule (7) du Chapitre TV.
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équations (47) d’une part, dans les deux dernidres d’autre
part.

On peut exprimer ce fait en disant qu’en théorie de Dirac,
la masse propre m, de I’ancienne Mécanique est remplacée
par l'opérateur —«.m,. Comme l’on a:

—a,m, I\ =—m\",; —a, mye ¥, = —m, ', ;
— g, me Wy=m\¥,; —ea,meW¥W,=m,W, (49)

il est visible qu’aux ondes W, et W, correspond la masse m,
tandis qu’aux ondes ¥, et W, correspond la masse — m,. Si
le lecteur veut bien maintenant revoir le raisonnement qui
précéde la formule (32) du chapitre X, il en comprendra
mieux la portée A la lumidre de ce qui vient d’étre dit.




CITAPITRE XVI
Résumé systématique des résultats obtenus

1. L’indice des fonctions Y, considéré comme une variable.

USQU’ICI nous avons exposé la théorie
de Dirac en disant qu'elle comporie
I'existence de 4 fonctions d'ondes Wi,
T, W, W. des 4 variables zyzi. On
peut se placer & un aulre peint de vue
¢t dire qu’il ¥ a une scule fonction W
dépendant des 4 variables conlinues
zyzt qui sont susceptibles de prendre
loutes les valeurs réelles de — oo & 40 et d'une cinquiéme
variable ¥, la variable de «spin», ne pouvant prendre que
les 4 valecurs: 1, 2, 3, 4. Cela revient A considérer Vindice k&
des fonctions W, comme une variable discontlinuc a 4 valeurs
possihles.

Les opérateurs z, opérent sur la variable discontinue I
tandis que les opéraleurs comme p, par exemple opérent sur
les variables continues. Il est loisible de considérer des
opéraleurs qui operent A la fois sur les 4 variables (') xzvT:
tel est I’Hamiltonien H de Dirac défini par la formule (19)
du dernicr chapitre.

(" Bien que la lhéorie de Dirac soil en un sens relativiste, le
temps y jeue un rdle différent des quatre auires varianles z v 2§
nous reviendrons plus tard sur ce point,



210 REST VE SYSTEMATIQ! IE DES RES! LTATS OBTENE S
Lerivons maintenant 'équalion de Dirac sous la forme :
1

: '\,
(P‘\i_éi d‘i I)i_i_ 7’I '”H(.) .['('II!Yi :! ’v .::):" ” (l}
1 !

Jusqu'h présent, nous avons regardé celle équalion comme
une &guation symbolique résumant 4 équations distincles.
Nous pouvouns mainlenant la considérer comme une équation
unique de propagalion au cours du lemps dans Pespace des
4 variubes ry 7.

Los inlégrations que Don eflecluait dans 1o Mécanique
ondulatoire wsans spin» dans Uespace & trois dimcensions
ryz. on doitiei les effectuer dans Uespace avz¥Z. Ceei nous
explique la raison profonde du fail suivant déjd <ignalé pré-
cédemment : loutes les formules de Ia Méecanique ondula-
toire ot figure une intégration dans Uespace doivent étre
complétces en théorie de Dirae par une sommation de 1 a 4

sur 'indice k.
1

Celle sommalion Zh correspand en effet & une sorte d’in-

]
téoration sur la variable discontinue 2 el il nous sera sou-

vent commode de la représenter symboliquement par une

inl(‘;rml(‘l ol 20 Alnsi par exemple, Ja condilion de nor-

malisation de In Méeanique ondulatoire sans spin :

U e e v D dydz =1 (2)

devient en théorie de Dirac -
£

|
’ I ’ \_,“,‘ U, r . Wodedydz ==
[

- L

[/// U Gy 2 0 W v, 2 . D dar dy dz dl = 1. (3)

Do méme, le nousean poind de vie pecnet de soie @isé-
menl commenl on doit éerire en théorie de Dirac les dévelop-
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pemenls en série de lonctions propres. Noit en effet unc
fonction fiz,y.z,{. 7j des cing variables x,¥,2, ¢ €. Elle
pst équivalente & quatee fonctions f, f., f., f, des quatre va-
riables continues z, v, 2, {. Supposons que nous connaissions
le systéme de fonrclions propres de 'opérateur Hamiltonien ;
nous avons déjd convenu de désigner une fonction propre
de ce systeme par Uensemble des 4 fonctions W, W, Wy
W, . ot le sccond indice m caractérise la valeur propre cor-
respondante. A notre nouveau poinl de vue, nous devons
représenter Vensemble des 4 fonctions W, par la fonction
anique : W e, v, 2 0L D).

Le développement de Ta fonction flr v, 2.4, T3 suivant le
svslome  complel des W, (o, v, 2.4, 7Y «'¢erira alors  tout
naturellement :

)

f (7‘, Y, z, ', :) T il €., ll...: {-l", Y.z, fs <

m

()

S
—

ce qui équivant aux qualre relalions :

“
fulesyvoz, )y e M Gy 2, )0 (B 1,23, (5)

”m

On voil done que chacune des 4 composantes f, sc déve-
Yoppe suivant les fonctions propres Wo, de méme indice b,
les coclficienls du développement étant en oulre les mémes
pour les 4 compaosantes. Cefle proposition qui peat ne pas
parattre évidenle quand on considére k& comme un indice,
seruble au coutraire (oute nalurelle quand on raizonne comme
nous venons de e faire en remplacant Vindice % par la va-

riable discontinue Z,

2. Enoncé des principes généraux dans la théorie de Dirac.
— Lintroduclion de [a variable disconlinue I permet de
trouver immédinlement comment les principes généraux de
la Mécanique ondulatoire se fransposent dans la théorie de
Dirac.

Nous admeltrons J'abord qu’a toule grandeur physique
obse~vable attaché & Pélectron ecorrespond un opérateur A
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qui en général peut opérer sur les quaire variables z, y, z, Z.
Cel opératleur doit toujours &lre hermilique dans l'espace
2, ¥, 2, 5, ¢'est-d-dire que I'on doit avoir :

[{[‘[f* (@,y,2,t, D Agle,y, 2,1, ) dedydz di =
=ffffy(w,y,z,t,§) AT g {x,y, 1 t, Y dedydzdl (6)

La valcurs propres de I'opéraleur A sont définies comme
étant les valeurs de la constante a pour lesquelles 1’équation :

As(e,y, 5, , ) =ap(zvy,2, 47 (7)

admel au moins une solution partout finie, continue el uni-
forme en xyz pour chacunc des 4 valeurs de 3. Ces valeurs
propres, généralement fonction du temps, sont réelles et deux
fonctions propres o,, ct ¢, correspondant a deux valeurs pro-
pres distincles @, et @, sont orthogonales dans D'espace

2, %, 2, 5 c¢'ost-d-dire que l'on a:

. {x,y,2, L, Q) 2, (2, y,2, 8, D dedydzd{=0 (8)
(rrr i

On démontre ces résultats par la méme méthode que nous
avons employée au chapitre V, paragraphe 4, cn ajoutant
toujours aux intégrations en z,y,z une sommalion en I.
Nous supposerons de plus toujours que les foncfions propres

<, ont ét¢é normées par la condition :

./‘jn-/:/‘%* (e,y,2, 4, QY o, (%, 3,2, 1, Oy do dy dz dl=1 (9)

Ceci posé, il est facile d'énoncer en théorie de Dirac les
principes fondamentaux de la nouvelle Mécanigue.

Le premier de ces principes s’énoncera sans changement
aucun en disant qu’une mesure de la grandeur A effectuée
3 linstant £ fournit nécessairement comme résultat une des
valeurs propres de I’opéraleur A i cet inslant £.

Pour énoncer le second principe, nous supposerons d’abord
que l'opérateur A est un opérateur «complet», c’est-A-dire
qu’il intéresse toutles les 4 variables 2, ¥, 2. { ; de plus nous
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le supposerons aussi non dégénéré c’est-d-dire n’ayant pas
de valeurs propres mulliples. Soit alors W(x, v,z ¢ %) la
fouction d’onde d'un électron. Cetie fonction d’onde peut
s¢ développer suivant les fonctions propres de 1'opérateur A
sous la forme

W@, Y2, % = D 8 (27,5, D) (10)

FiL

les ¢, élant des constantes complexes, en général fonclions
du temps. Le second principe affirme alors que [c,(¢) [* est
la probabilité pour qu’une mesure de la grandeur A four-
nisse la valeur propre a, correspondant & ¢,.

Si A possdde des valeurs propres mulliples, & un miéme @,
correspondent plusicurs »,. La probabilité de la valeur a,
pour la grandeur A cst alors égale A la soinme des carrés des
modules des coefficients relatifs 4 ces =, dans le développe-
ment de

Si P'opérateur A est incomplet ¢’est-3-dire n’intéresse que
certaines des variahles «, v, z, z. les $m cOrrespondants ne
dépendent que de ces variables et les coefficients ¢, dans le
développement de W suivant les «,, dépendent des variables
qui ne figurent pas dans A. Il faut en ce cas, pour obtenir la
probahbilité de la valeur propre a,, intégrer la quantité |c,,|”
dans tout le domaine de celles des variables «, v, z, ¥ dont ¢,
dépend. Par exemple, si A est un opéraleur, comme I'un des
x;, agissant seulement sur la variable £, ces fonctions pro-
pres sont de la forme o, (%) et I'on a:

W (2, Y, 2,1, 0) = Dy (2, ¥y 2 ) @ (0) (11)

m

La probabilité pour que la grandeur A ait la valeur a, est
alars donnée par
+ =

[ .f‘/‘ I“w (z, v, 2, t)]z dz dy dz .

- -

—w
Nous verrons une application de ce résullat au paragraphe
suivant.
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Ces principes adkmis, on voit que la valeur moyenne de la
grandeur A cst hien égale comme nous Uavions admis & :

A= [‘ f [ ,“I"‘ AWy drdydz dl=

+w

- - - l

[ D e aae. (1
JI &

—x

car si dans cetle expression 'on remplace ¥ el W* par leurs
développements suivant les fonctions propres de A, on voil

aiséent qu’elle est bien égale & la somnme des produils de
chaque valear propre par sa probabilité. La quanlité

1
.
. - oAb 4 . T
\: LA (W) peut donc étre nommée «la densité de

valeur moyenne » pour la grandeur A, mais comme nous
I'avons signalé au chapilre ¥I, paragraphe 3, unc telle den-
sité ne peat pas étre considérée comme ayanl le méme sens
physique que les densités des théories classigues. Néanmoins,
nous allons voir bientdt que les densilés de ce genre corres-
pondani aux opératears z; ¢l aux opéraleurs hermitiques for-
més de produits des «; sonl réelles et posséden! un caracidre
tensoricl ce qui permet de les rapprocher de cerlaines gran-
deurs de la Physique classique.

Rappelons enfin que I'élément (f de la malrice correspon-
dant & une opéraleur A doit étre défini en Mécanique de Dirac
par la 4ormule :

,\d:[f[[lr,* (z,y,z,1,§)_-'\(‘I’,-(r,y,:,!,:))rl‘trl)’dzfK_

Al |
— X A (13)
LR

el est égal an coefficient de Wiw, v, 208 30 dans le dévelop-
pement de la fonction AU suivanl les fonctions propres
de l'opérateur Hamiltonien.

Nous avons implicitemenl supposé dans ce qui précéde
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que le spectre de l'opéralear A est purement disconiinu. Ce
que nous avons dit aux chapitres V et VI sur les spectres
conlinus permetiva au lecleur de voir sans peine comment les
{formules écriles ci-dessus sont & modificr 'l exisie des
valeurs propres formant une suite continue.

3. Exemple: valeurs et fonctions propres de Popérateur
e h
I, =

ces— = d oy, —- Comme exemple d'un opérateur A
1=am,e
agissanl seulement sur la variable de spin, nous prendrons

., vh .

Popératenr M, = ~—i a2, %, que pous avons fait car-
1= mye

respondre & la composante 2z du moment magnélique propre

de 'éleciron (of, chapitre X & la fin).

Pour abréger 1'écrilure nous poserons :

eh .
T — magnaoton de Bohr. (14)

B=

l’équation qui définit les valewrs et fonctions propres de
Popérateur M, est, d'apres (7) -

N
Bopilywx),e, =0s, (j=1,2,3,4) (15)
T

in lenant comple e la valeur des élémenls de Ja mairice
7.2-2,, ON trouve pour les qualre valeurs de la variable 3t

Bo(l)=-"+as(l); Be(2)=——az(2);
Be@) = —a3z@); Bz()=—+ac{l). (16)

Ces équalions n'admetient une solulion non identique-
ment nulle <( %) que si 'on a: a= + B. L'opérateur N,
n'a done pour valenrs propres que les valeurs + B comme
nows devions nous y attendre.

Pour la valeur propre a=:-J-B, il exisie deux fonclions
propres indépendantes que nous nommerons

2 (2) et 29 (D).

Ces fonctions propres sont définies par leurs valeurs pour

v

les 4 valeurs possibles de la variable 7 savoir:
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F =1 LA=0 FA=0 Lh=0

£ ¢ ¢ 2] 2

¢ =0 F@=0 =0 )=
Ces fonctions sont normées et orthogonales car on a:

w2 gy {'IM‘!)
f|l+|115_1 e

l.a valeur propre 4 B est donc double.

De méme la valeur propre a==—2D3 e¢sl double car il lui
correspond dcux fonctions propres indépendantes, normées
et orthogonales, ?‘1) ) et cpf) (%), définies par :

? v T 2 v
az=1 / WD g0
(18)

L W=0 "@=1 ¢"@=0 ") -0

(%) 2) 4o () s {2) (19)
P M=0 Y 2=0 F@=1 =0

On vérifie que les deux fonctions ¢_ soni orthogonales aux
deux fonctions o,.

Soit alors W' (x, v, 2z, t, 7) la fonction d’onde «'un électron.
En vertu du premier principe général, les valeurs possibles
de la composante z de son moment magnélique propre sont
les valeurs propres de D'opérateur I, savoir + B, c’est-
a-dire +1 magnéton de Bohr, Pour trouver les probabilités
respectives de ces deux hypotheses, nous devons écrive le
développement :

Wz, 32,60 =c P (23,50 ¢ " Q) 4 Pz, 2,0 PO+
+el@ynnel) -l @ yn0s2Q). 20

D’aprds le second principe général, la probabilité¢ de la
valeur 4+ B est

FIT

et celle de Ia valeur — B est de méme

+ o
([ [ +1epas

'C(J:_) |2 + !Cf_’f =
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Or, en substituani successivement dans la formule (20) les
valeurs =1, 2, 3, 4, on trouve aisément :
. @ .
Cf:)zq'l(*x: Y, 7, 8 (!+=ll (&Y 510
=Ny 2 5 PNy (a,y, 2, 0. (21)

La probabilité de la valeur | B est done

7w v

el celle de la valeur de — 13 est

.+°C
I/ f [i‘!f‘z.2+|‘1-‘.-,!*} ds.

C'est bien Ia couclusion a laquelle pous ¢lions parvenus
antéricurement.

L’exemple simple que nous venons de traiter montre com-
ment on peut oblenir les valeurs et fonclions propres des
opérateurs qui agissenl seulement sur J. Ces considérations
sont en particulier applicables aux opérateurs dont nous
allons parler au débui du paragraphe suivant, opérateurs
qui ont {ous pour valeurs propres doubles les valeurs + 1.

4. Les 16 opérateurs fondamentaux de Ia théorie de Dirac.
Grandeurs et densités correspondantes. — A 1’aide des opé-
rateurs «, et de la matrice 1 (3 4 lignes et 4 colonnes) on
peut former le tableau suivant contenant seize opérateurs
hermitiques agissant seulement sur la variable :

ll
%y %y ooy 1
ooy, dogo o, Tayoa, doya, iwe a0, (22)
la,a, dagty {ayay, o oo,
o Xp Ay Ay
Dans ce tablcau, on a multiplié par i les produits des «,

quand ils sont antihermitiques de fagon & obtenir des opé-
ratcurs hermiliques. On pourrait naturellement encore en
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permutant les o, oblenir d'autres opérateurs tels que iz, o,
par execmple, mais chacun de ces nouveaux opérateurs serait
égal, ou égal et de signe contraire, 3 I'un de ceux qui figurent
dans le tableau.

En multipliant par un facleur convenable certains opéra-
teurs du tableau (22), nous trouvons des opératcurs qui cor-
respondent A des grandeurs déja étudiées. Ainsi, d’apres les
formules (7) ct (8) du chapitre XIT, les opérateurs de la
deuxiéme ligne, mullipliés les trois premicrs par ec, le der-
nier par —e, corrcspondent aux composanies (u courant
électrique moyen ct A la densiié électrique moyennc.

Les opérateurs de la troisiéme ligne, mullipliés par le ma-

oh . i
gnéton de Bohr——-——-, correspondent d'aprés les equations

w M,
(9) du chapitre XIV aux coordonndées du moment magndé-
lique propre et du momenl &lectrique propre de 'électron,
Enfin les trois premiers opéralenrs de la quatrieme ligne,

L. I .
mullipliés par |z’ correspondent suivant les formules (42)
-1 7T

du chapilre XV aux Lrois composantes S,, S, et 8. du mo-
meni de rolation propre. D'aprés ce qui a été dit & la fin
du dernier chapitre, nous pressentons aussi que l'opérateur «,
mulliplié par — m, pourrait bien correspondre & la masse
propre.

Avec les 16 opérateurs du tableau (22), nous pouvons
former 16 densités de valeur moyenne ayant un caractére
lensoriel et toules réelles que nous éerirons comme il suil :
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1
S\
‘..)I = Ldh Y ‘.* %\ Y * (l!)
1
1 1
>‘1 ~
4 i ="".l...|k ooz, Uy, i = e Lt e 2, a/
1 1 > (b)
) ¥ \
3 i, = Gc}f“ L | A e - ""hlik U, r 1L uy ! ’
: 1
- l
: 2 eh i ) Uk my g a, W ! |
;. ey = cot Ly e T Ty A My i
3 THTT e g e :
:_ 1
' ch_ ¥ \
_..en . T U
|73 = { o AR
T fmme g T |
1
eh Z .
— T v .
1, = R
P {em (?’ - PR P S I D .
W€ ; b (e)
eh ) '
. . ok .
:‘*Ql_,l;,_m{,’;k llk Yy %y \ i . (2%)
SO, (2
..I I '
2 ch Z . .
: TR iUz, 2 M
e I T
. 1
eh >‘ '
5 ; |+ v
3 Yy = T.—_m (-. i T‘k | Yy %y 1 x|
Kl R
RN . AN -
i 51:.1_7'“1'“1]';*131:1”/%; 0‘2:'1,_ILIJ;_. ll‘ﬂ'k'gt:s"'-l “’f |II
N v
L . ()
3 i, . . h . 3 R . i
2z ay= - i 2 A AE TN R A 1—l>_‘;, W 2,2y i
; AT kX1 '[ I
! 1 |
;. ~ |
QL, :Z‘ J ,“ T Ty Xy %y Y P {(.‘) I

Les grandeurs Q) et L. sont invariantes pour les transfor-
malions de Lorentz : nous les connaissions déji, Lnvisagées
comme densités de valeurs moyennes, ce sont des densités
invariantes. La signification physique de €., «i elle existe, es
encore inconnue. Celle de la grandeur Q, sera «liscutée plos
loin.

Les qualre quantités (b)) forment un quadrivecteur
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d’espace-temps (*). Nous savons déji qu’elles correspondent
aux quatre composanies <u « Gourant électrique d’Univers »
bien connu en Relaliviié. En intégrant la composante i, dans
tout I’espace, on obtientl une grandeur invariante qui est, au
facteur ¢ prés, la charge électrique totale — e de 1’électron.

Les six quantités (¢) sont les six composantes distinctes
d’un tenseur anlisymélrique du second ordre. Nous les con-
naissons bien : ce sont les densités de momen! magnélique
et de moment électrique étudiées au chapitre XIV, paragr. 3.

[es quatre quantités (d) se transforment comme les com-
posantes d'un veclenr d’espace-temps. Les irois premidrcs
os &, 0. sont, nous le savons déjd les denmsités de valeur

Y
moycane du moment de rotation propre S (spin). La com-
posanle de temps o, compléte le vecteur d’espace-temps : son
inlerprétalion physique n’apparait pas trds clairement.

—
5. Remarques sur le vecteur o, — Le vecteur d’cspace-

lemps s peut, d’aprés ce qui préceéde, dtre nommé le « vec-
teur spin ». La longucur |¢| d'un tel vecteur d'ecspace-temps
est donnée par définition par la formule :

lo]*=06"—5"— g’ — a5’ (R4)
Si I'on fait le calecul, le résultat cn est :

ht

e = - (2 -+ Q,%) 16t

(25)

Le spin est donc un vecteur du genre «espace» comme
on dit en théorie de Relativité. Ceci le différencie nettement
du vecteur Courant qui, d’aprés la formule (14) du cha-
pitre XII, est du genre temps.

Reprenons maintenant 1’onde plane monochromatique
avec les fonctions d’onde :

() Dans le tableau (23), les composantes d’indice 4 se rapporient
A la quatridme variable d’espace-temps, soit r,=¢t. On a done
i, = ¢cp.
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. ;’\ ). ET—’ (W{¢ poo)
] | = .- .[‘—e h &
—- 4 mye
¢
2o
. Bp. n OWVt—p2)
lz= \H o -
; o
— 4 mye (26)
c
2R Wt - py)
lI 3 == i\
: vt -
Y. == Be

avee W = ¢l'm et 4 pt.
Faisons le calcul cexplicite des composantes de s dans ce
cas particulier ; nous trouvons :

—_—

5 = _1"-(;\'1; A1 —. P

cgz—;(\*s_w\) 1 —
+ ”n,f')
n o (27)
m= (AT — BB L+ \ S
(— T 1..0)
5, = -"i (AN — BBy . P
: W
———}—m‘,(

Comme les composantes du quadrivecteur « Courant élec-
trique d’Univers » sont pour I'onde plane :

0oL

it :.—‘i.,;=0 i2--_.—..jy=” ia'_—.j: _ — W

comme cela résulte des formules du chapitre XII, parag. 4,
nous lrouvons ais¢ment :
(1 ol==i 7 — 05 —l5,—i,5,=0. (28)
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Ainsi le produil scalaive dans I'espace-temps des vecleurs
— ]
i ¢t o se trouve ici nul. Done pour 'onde plane mono:hro-
malique, les deux quadrivecieurs « Courant d’Univers» et
« Spin» sont orthogonaux dans lUespace-lemps (ce qui ne
veul pas dire, bien entendu, que les vecteurs 'espace corres-
pondani soient perpendiculaires).

On peul aussi écrive (23) sous la forme :

T myns =g ey b oA (2K8bix)

La composanle o, ¢'interpréte done ic¢i comme le produit
scalaire dans Uespace des vecleurs «densité de moment de
rotalion propre» et « vitesse»,

. . ), ,
Pour une vifesse voisinic de ¢, le rapport P est voi-

W
= - e

p
sin de 1et, d’aprés (27, les composantes s, et s, sont presque
nulles. En rapprochant ce résultat de ce qui a été dit a la fin
du dernier chapitre, en voit que dans la Mécanique de Dirac,
une particnle animée d'une vitesse voisine de ¢ et assocife

une onde plane monochromatique a ses trois  vecteurs

despace 1L J et ¢ mutuellement perpendiculaires, le dernier
clant divigé suivant In normale & 1'onde ().

10N pourrait &lre surpris de vaie que e moment de rolalion propre
8 de Udlectron de Dirac ne coincide pas toujours en direclion avee
le moment magnélique T et croire que cela est contradictoire avece
In relation :

M I

. - ™

= Ny
par laquelle sSexprime le double magnétisme e 'é'eclron, Mais on
doit remarquer que 1a relition 1% nest valable que pour les syslontes
de véférence of 'électron est en repos ear JIL et 8§ ne se transforment
pas de méme ponr une lransformation de Lorenlz, En effet pour un
monenl magrdtigue, ce sonl les densiéés des composanles gui se
transforment come les composantes 23, 31 el 12 «('un teaseur ; pour
un moment de polalion au contraire, ce sonl les contpasanles elles-
mémes qui se trimsforment e cette ficon,
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Nous terminerons ces remarques sur le spin en signalant

unc relalion générale entre les composantes de ce vecteur

el Uinvariant Q.. Celte relation due 3 MM. Ullenbeck el
Laporie s'¢eril avec nos notations ;

1
I, 95, . 0%, . 07, A R
1o e Z‘ '=—m,cl,. (24)
c ot gc ooy o2 T 0 x,

Dans le cas de T'onde plane, elle est identiquement salis-
faite parce que fous les termes en sont séparément nuls. On
démontre aisément o relation (28) en parfant de I'équation
de Dirac el de sa conjuguée ; son sens physique véritable resle
inconmu.

6. Remarques sur I'invariant Q, et opérateur — m,a.,. —
Nous avons déja vu qu’'d la grandeur physique « masse
propre » correspondail en un cerlain sens dans les équalions

de Dirae Vopéraleur ~— my, 2.0 8i nous admettons celte corres-
pondance, Ta densité de valeur moyenne qu'on en déduit
esh
]
— m, S_:k Ure Wer oo — i, (30)

T
EHe est invaviante. 8i 'on inldgre celle densilé dans
I'espace, on oblient ta valeur moyenne

| =

S oo
}u“ = 1, ‘I _I _/ E,.: U o, U == — m, , / , Q=
+x !

{31)
ou cn explicitant € :

iox

m, = ni, ’ ’ ’ ors, i U, =, L U ) i
kg

- . -

{32)

formule qui confirme bien Uidée que les ondes dlindices 3

et 4 covrespondent i L masse propre - me el les ondes d'in-
dices 1 el 20 [a masse propre — ns.

La valeur moyenne (313 n'est pas invariante ; si 'on veut
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en déduire unc quantité invariante, on devra intégrer par
rapport A la quatriéme variable d’espace-temps z.==¢f; on
obtient ainsi :

@ %

{‘rmocdt=— m,c ['dt /‘f I"Ql dedydz  (33)

- -

— =

Pour tdcher de pénétrer un peu la signification physique
de ccs formules, reprenons encore le cas de Ponde plane
monochromatique (26) et calculons la valeur qu’a m, en ce
cas. Nous lrouvons aisément d’aprés (30):

. g
ey @, =y, (AN - BB | — ('\-\-‘ ’—)2

— — myec

T A B C T

. 2
=y, (AAY - BI) _\_{:’"_;”:_}:’_‘_;2
LI

Pour avoir m,, il faut intégrer ce qui donne en tenant
compte de la normalisation des W (*):

2m, ? 1 :
M=, . " — . —— e —m 35
" 1] \\. *_ m, e* 1 + p;E ( )
W
—-+m,c
p
ou encore
2
.- m, ¢ T e
m,=n, .- {'\— =m, |1 — 3 (36)

fc élant la vitesse qui correspond suivant la Dynamique rela-
tiviste & 'énergie W,
L’intégrale invariante (33) n’est donc pas awnire chose (3
unc conslante prés) que l'intégrale d’action :
f | —————
{ n el — 3, dt (37

du point matériel dans la Dynamique de Relalivité, Nous
avons donc le théoréme snivant : « Pour un électron de Dirac
associé A une onde monochromatique plane, I'intégrale dans
lec temps de la valeur moyenne de la masse propre coincide
avee l'intégrale d’action de la Dynamique d’Einstein. »

- (”‘-)_ Yoir la note page 184.

R - N Ny

Loy
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FTROISIEME PARTIE

APPLICATIONS DE LA THEORIE DE DIRAC
CRITIQUES ET COMPLEMENTS DIVERS
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CHAPITRE XVII

Explication de la structure fine par la théorie de Dirac

1. Equations d’ondes pour le mouvement d’un électron
dans un champ central (')

OUS nous proposons de monlrer dans
ce chapitre que la 1théorie de Dirac four-
uit une bonne explication de la struc-
ture fine des spectres optiques et des
spectres X sang soulever les mémes dif-
ficullés que I'ancienne théorie de strue-
ture fine de Sommerfeld.

Considérons un ¢lectron qui s¢ meut
dans un champ statique central dérivant d’'un polentiel
V{r}. Les équations de Dirac pour cet éleetron seront :

ﬂ) h {L:{:_(' v + m‘,(‘ v, — (£+ i g&)‘l', ——gg W, =10
b) 2:—'.[\\51(‘,—"“:}—:::.,{ v, ‘—(;f———fgay)‘l'ﬂ 42w =0
) 2 ; J [“ _i?c Vu ni, c- W, —(a%-}-i -aa—y)‘l'z — % Y, =0
&) I)'_h.f ['“ +.‘.f_\_' —m, <'~ v, —(ai — ;;& 0, -a% U, =

(*7 Nous suivons ici la mélhode employée par M. (1. G. Darwin
{(Proc. Roy. See. 4., vol. 118, 1928, p. 554).
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Il ¢st naturel de chercher & exprimer chacun des 47, comme
un produit d’une fonction sphérique de Laplace par une
fonction du rayon vecteur.

Rappelons que les fonctions sphériques de Laplace ont la
forme suivante :

Y™ (8,9) =Ce £ P (cos ) =
(ll’ e

e =tme gin™ ———
te =tmesin® i cosyirm U

—cost ) (D)
La constante C élant arbitraire, choisissons-la, avee M. Dar-
win, de fagon A avoir:

{4 e _ 2
Y (hgy=(1—m)! eime d ((I cos Fj)

(d cos Oyl+ml|~ A
avecl=0,1,2 ... et m=—1, —(I—1) ... + 1. Remarquons
d’ailleurs que la fonction (3) n'est pas normée sur la surface
de la sphere de rayon un.

En se servant dcs formules de transformation des coordon-
nées rectangulaires en coordonnées polaires, on démontre les
relations suivantes ol f(r) désigne une fonction quelconque
du rayon vecteur :

a .a s 1 df l rru+‘1
(ﬁﬂﬂaﬂfh-§ﬁﬁﬁh;—?4‘uu

—(l—m){l—m—i)(

AV S O 1
(a?.“'a?)”l —27?'?_[(5'_F4\“"

) sin™0 (3)

) m+12
i—1

+ﬂ+ma+m_nft¢ijﬂmTi "
4 T !_'-df_-l o
_a_zf\z _2l+l (a r—f)\t*l
J‘(l—i—m)(l_m)(df_i_l -1 ) i_l,

A laide des formules (4), nous atlons pouvoir expliciter
les dérivées qui figurent dans (1) puisque nous supposons
que chaque W, est le produit d’une fonction de r par une
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fonclion de Laplace. Faisons alors I’hypothése que la fonc-
tion Y. est proportionnelle & la fonction Y,™ avec une valeur
donnée de I et de m.
En regardant maintenant 1’équation (¢) de (1), nous
0
voyons que les termes en Y,” provenant de ——az' et de
(a—ax- 4-i %) U, doivent détruire le lerme en W, et yue

les autres lermes doivent se détruire entre eux. Il en résulte
que W, et V. doivent dépendre de la méme fonction du
rayon vecteur et étre proportionnelles respectivement soit 3

HL m—1 0 i — |
Y elY , soita Y ot Y

i+1 t+1 ! I t—1

e méme I'équalion (a) de (1) montre que Y, et W, doi-
venl dépendre d'une méme fonction du rayon vecteur et que
W, doit étre proportionnelle 3 Y "

{

Finalement nous sommes amenés 3 envisager d’abord une
solulion que nous pouvons écrire {*):
Hi wm— |
W=, F, (Y G V=i T, ()Y (3,9
Pl 41
mn m—1 (I)
Womma, G, ()Y (h5)  Wiom=a G, Y 00
i {
Introduisons les formes (I} dans les équations (@) et (b)
de (1). Nous obtenons :

W + e\.’ m I
i ceta v,y G
_|_m¢}a] s T2

2=
n

¢
;(d(.}+ - ITGr) Y - (d—m—m+1)
41

d ! +1 .m a, {/dG l ) e
vt 3 1Y — o TG )y
((I" r GJ') 1_1£ 21 —*—1;((1!' l'( * {41

f—i; 1 (}+)};',,l == 0

-1

(G
+F+md—m (%"-—{—
(5)

(*) Nous introduisons le facteur i dans W, el W, pour que @, et a,
soient réels. Cf. formules (9),
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2= \\r—l— eV ] m —1 {iy .
1 a?!*\:,l_zl‘*‘l
e i — 1
,_(fl(n+__f_ (i‘)Y +U{-myi+m—1)
dr IS il

dG, | 1-| L,y m— « aG, m— I
Bl Y fa. & Wby Y
(dr , ’~~) foa 2 (dr 7 G ) L4

—}—(I-—-—m—l)(i—m—} t)(‘“‘ *—-}—t—_|_‘—'l(§+)Ym” o

-+ e

! t—1
" .
Pour faire disparaitre les termes en'Y dans la premiére
P . {—1
R m—1
¢quation (H) et les termes en Y dans la seconde, il
{—1

suffit de poser :
gy l—m--1 .
a, 1 +m ()
D’aulre pari, substituons les formes (I) dans les équations
(¢ el (d) de (1); il vient :

27i [W eV " i,
ol m(,(‘] @, G, \‘ 2713
“(‘“—* — ’i_—i I ,_) Y " (f—m--2y—m4+1)
) fdr ! 142
(dl"t ,_{—|—z. Y"‘ iy i,(dl' v bt r )Y"‘
dr +) A 2R3 dr IR I
. L + F+ 2 1yv™
= m ) t—m.-H)(m A+ )Y =0
’ i
2 =i [W e\ 1 \  [dF "
2= N omela e ¥ Y
T l ¢ e a'(+‘, 21—{—'3! ((h
n— |
_‘TIr;) Y —(ddmA (|- m)(‘”
[
LRz v )y 1 ml Ldl t--}-i,) St
T )‘ { T2t sa( d‘,"__'_'ﬂ‘,rz'*‘
2 M —
— (- m) (l—m-42) (‘” + - ! _'_--z ) Y F—o.
dr ‘ \
Pour faire disparaitre les termes en Y " de la premiére

i+2
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. . m—1
équalion (7} et les termes en Y de la seconde, 11 faut
t42

poser @m==—a (8)
a A : "
Le rapport El' cst. arbilraire car unous pouvons l'incorpo-
3

M

K . C o -
rer dans '("t' Nous pouvons donc satisfaire aux conditions
1

(6) et (8) 0.1_1 posant :
aw=1 e=—1 e=Il—m-+4+1 a=1I0{1+m (9)

de sorte que @+ =21 1.
Dans ces conditions, les deux équations (9) se réduisent &
I’'équalion unique :
2w |W
[

P e —o0

dr r

ev |
LT e

Les équalions (7) se réduisent de méme a 1'éguation
unigue :

2R |W -f eV
h ¢

Lo AP, Lp2 |
G, += 2= =00 (1

— nt,C

La solulion (1) cst caractérisée par le fait que les indices
inféricurs de Y sont [ el 14-1. f.a moyenne de ces deux

1 . .
valears est / que nous nommerons j. La solution (I)
2 I

. . . 1
4 est done caractérisée par les nombres quaniiques I, j= !—{——-2~
3
L. et m.
Nous venons de trouver unc premiére solution dans la-
? quelle W, est proporlionnelle & W™, Mais nous avons vu qu'il
3 . - .
; peut en exister une autre dang laquelle ¥, est proportion-
; _m me
a nelle & Y el 2 Y
; 1 t- 1
‘= Nous somines done conduits & envisager une solution (I1)
de 1a forme :
l [ . 3 , _m —1
; =i/ F_(r) Y (B,2); Wy =cia, F_(r)Y {8, o)
i—1 t—1
L i m—1 (”)
r V.=a/G_ (Y (o) VWi=a/G (MY {9, 2}
: ! t
]
:

_ o ainch TR A



236 EXPLICATION DE LA SIRUCTURE FINE

En substituant les formes (II) dans les équations (1) et
en raisonnant comme plus haut, on est amené aux condi-

tions :
(12’ I -E— m— l f ¢
= €L, == — (I 12
a’ {— m 2 ' 42

analogues & () ct (8)., On satisfecra & ces conditions en
posant :

i =—({l—m) a)=l+—m—1 a/=1 a/=—1. (13)

Ou trouve alors pour F_ et G_ les équalions :

2= W AN i -
. [“_i'—‘) + m.e| F_ +g£ + Lt m0
: 2 r
o 1AV L oV : ; (14)
D = Y » : _
L Ty _ m,,(‘] G_ ar- I——l F_==0
h| ¢ dr r

analogues a4 (10) ¢l (11).

Les fonetions d'onde (1T constituent la solution corres-
pondant aux nombres quantiques : 7, j=1— E et m.

Nous remarquerons dés maintenant que pour /=0 (termes
$1, la solution (II) n’existe pas car il n'y a pas de fonctions

fiL
Y 4 indice négalif.

—1

Nous verrons bientdt que Ia délermination des fonctions
F et G fait intervenir un nombre quantique r, le nombre

quantique total, de sorte que toute solution compldte est
. . . 1
caractérisée par 4 nombres quantiques: n, I, =1 iE’ m.

Nous résumerons donc les résultats obtenus dans ce para-
graphe par le tableau suivant :

Solution (1) n, 1, j=1-4 %, m

e m— 1
U = iF,Y ; W,=-—iF.Y
t+1 t+ 1
m m—1
Yo=(0—m+-1HG.Y ; U, =(+tm)G, Y
{

!
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27| WtV pop e Ly Ly,
= Fme| B+ ar - G.=0;
W+ eV dif g t—2
h [ — nl,,(](x - ?l-l-'.._i_ — I, =0.
. . 1
Selution {11} n,t, j=lI1 — 5
" m -1
W= — i —m) P Y 5 Wo=i(lm—1)F Y
fo { -1
mne e — |
U, =0G_Y ; Y, =—G_Y
/ !
27 [W 2 ¢V 1 T B T .
’— [—"—(f——-"l!lo(] ] P (ﬁr'- " (}_ —0,
2w > I —_
J— lﬁ_tf \ - ,"”(-‘ (;_ 'i_‘.I_ — £ ' F_ —- 0
h « i dr r

On remarquera sur ce tableau que les équations satisfaites
par F_ ¢t G_ se déduisent de celles satisfaites par F, et G,
en changeant Len —(141).

2. Nombre de solutions correspondant & une valeur donnée
de n et de 1; moment de rotation de Pélectron dans les états
stationnaires. — Il est irés inléressani de se demander com-
bien il pewt exisler d’élals slalionnaires correspondant & une
valeur donnée des nombres quantiques n et 1. 1 est évident
qu'il y en a «a priori aulanl que de valeurs permises par m
quand n et 1 sont fixés.

Considérons d’abord les solutions du type (T} et complons
les valeurs possibles (e m en remarquant que 'indice supé-
rieur des fonctions Y doit #re au plus 6gal, en valenr absolue,
a l'indice inférieur. TI n’y a aucune raison qui s’oppose 2

prendre =0, 1, ... {; il pourrait sembler impossible de
prendre m=17-]-1 car alors Y, conticndrait la fonction
xS

inexislanle 'Y , mais le coefficient a. se trouve nul pour
i

la valcur m==1-1 et par suile on peut encore prendre cette
valeur de m. Les valeurs de m supérieures d /-1 sont par
conire inacceptables.
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D’autre part on peutl prendre sans difficultés les valeurs
adgatives — 1, —2 .., —{{—1}. Peut-il prendre la valeur
— 19 Qui car @, esl alors nul. Mais les valeurs de i inféricurces
i — 1 sont inacceptables. Finalement pour les solutions du

- . i .
type (I} telles que j=1- 5, on a 2142 valeurs possibles
de m, savoir 1 valeurs négatives, la valeur zéro, et 141
valeurs positives, Donc il ¥y a en ce cas I2==2j+1
états stationnaires a priori distincts.

Prenons les solutions du type {II}), m peut prendre les

valeurs 0, 1, ..., I—1 ct il peut aussi prendre Ja valeur {
!

qui fait apparaitre dans U, la fonclion incxistanie Y
t—1

mais qui annule simultanément a./. Le nomhre m peut aussi
prendre les valeurs négatives —1, —2, ..., —(I—2) o, de

plus, il peut aussi prendre 1a valeur —(2—1) qui fait appa-
—!

raitre dans W, la fonction inexistante Y mais annule
{—1

simultanément g/, Les valenrs de m supérienres & { ou infé-
rieures & —(I—1) sont inacceptables. Donc nous avouns 21
valeurs possibles de m, savoir I valeurs positives, Ia valeur
zéro, et {I—1) valeurs négalives.

Comime pour les solutions du type I1 on a j=1— -.;1)--. ilya

ici 27==2j-1.1 états slationnaires a priord distinets,

In résumé pour les solutions (II) comme pour les solu-
tions (I}, il y a (2j-L1) solutions distincles. Nous verrons
plus loin comment ce résultat permet de justifier la régle
de Stoner relative & I distribution des électrons dans 'atonie,

Nous allons maintenant chercher & caractériser les tvpes
(I et (IT} <le solulions par les moments <le rotation corres-
poundanls. Pour cela, nous partirons u résultat précédem-
ment démontré : opérateur intégrale premigre qui corres-
pond en théorie de Dirac au moment de rotation autour de oz

esi non pas M h ( 0 0 ) 9 i hi
18 as M, =gy —o | )= — . —, muis bien
2w\ Qu Gy 2ziox
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h 9 h
=M.+ 8 =—= ., ——~— %, 4,. Or, si Ion re fque
N. ST Iri gp dmi 0 , 51 I'o matrque
T o

que —a—" =={m Y/*, on voit aisénient gque Pon a, aussi bien
1+ It
i .

!
pour une solution du type (II} que ponr une solution du
type (1), les formules :

. h o\, h . ty h
Wy e . . LA
N:(Ih)_ DI = _l:imlqﬁl’k_ (”1 2)21:"19
(15)

pour k=1, 2, 3, 4. On voit donec quc pour une solution
correspondant au nombre quantique m, qu'elle soit du type
(I) ou du type (II), le moment de rolation total N, est égal

. Iy h . .
a— (‘qu)-) 5o Voyons maintenant quelles sont les
valeurs extrémes que ce momeut peul prendre pour une
valeur donnéc de 1. Pour une solution du type (1), le nombre
m peut varier de —1 4 4~(I--1) et par suite le moment N,
peut varicr de — (l -+ —;-)—h i - (!-5- 1) h ; e type (1)

2'-' a/2=

de solution correspond done & un moment N, dont Ia valeur

2/2=

. N I/ .
absolue maxima cst (! ) ! Pour une solution du

type (II), lc nombre m peut varier, pour ! donné, de
~—({—1) 4 +1;le moment N, peut donc¢ varier de

1y 1 h
—{t=g) gm o b (’—'2‘) 27

el une solution du type (Il) se trouve ainsi correspondre &

. - \ Iy &
une valeur absolue maxima de N, égale & (!—-v,) 5=
2/2%

- . o1 h
Or, pour employer "ancien langage, on doil dire que { ;—

~

cst [e moment de rvolation «orbital» de ['électron. Nous
apercevons alors que les solutions du tyvpe (I) peuvent étre
caractérisées cn disant qu’elles correspondent aux cas ol
spin ot moment orbital sont paralldles et de méme sens : les
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solutions du type (11) correspondent au contraire aux cas
ou spin et momenl orbital sont paralléles et de sens contraire.

3. Calcul des niveaux d’énergie pour atome & hydrogéne.
— Nous allons caleuler les niveaux d’¢nergie pour l'alome
d’hydrogéne. Dans ce cas il faut poser dans les équations du

premier paragraphe v —=2. Nous allons examiner succes-
r

sivernent le cas des solutions du type (I), puis celui des
solutions du type (II).

a)Solutions du type (f).

Pour les solutions du type (1}, nous avens les deux équa-
tions :

2 \V et d(‘ l , .
27 |W ‘](‘ } ‘”'-—. g_l__zr 0 (16)
ke "('l[ T ar r b
Posons :
2w /W 2% W
A — S — g P — 7
A " ( . }- m.,() 3 7 (mn(‘ - ) (17)
25 e
¢t introduisons la constanie de structure finc m:-—-p—h—

Nous voulons trouver les niveaux du spectre discontinu, Ces
niveaux corrcspondent, nous le savons, 3 wune éncrgie
E=W —m.c* qui est négative. La quantité B* est donc
positive et B est réelle. Avec ces notations, les équations (16)
deviennent :

Al E dG lG —0
(\—'_r) +—[_dr ro°

. (18}
dar, (l + 2
- =0,
(n )c + 8
Asymptoliquement, pour r tres gran(l, on a:
AT, - ‘m+ —0; o, g (19)

dr
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d’ou l'on tire:

d* G, , dF .
—F = ATG ——F = AR . 20
dr® + drt ! - (20)
el en inlégrant :
G+ — @ Al F+ — e Al (21)

Nous devons prendre e signe — pour que F_ et G, soient
nulles & Uinfini, d’om :
' g o Al » Mo o — ADE ;
Gy ugp .y, = C@— AB F o asympy @™ A8 (32)
Ces formes asymplotiques nous suggéreut d'essayer de
substituer dans (18) les formes suivanles ;
F+ — g — Abr 'a"r'u' —I_ a, e ... g+ + . ] ;
G_=e—br[bpri—bps~ 14 ... - = bt e ] (23)

dans lesquelles Pexposanil v doit en principe étre supposé
positif pour que F, et G, restent finics pour 7= 0. Lin substi-
tuand (2231 dans 118} el en annulant les coeflicienis de pv - !
on obtient :

adt, Lo b - b, = 0 —emby e, (0 2) a0,
(24
Les deux équations (24) ne sont compalibles que si leur
déterminant esl nul, ce qui nous donne la condition :

En résolvant (25) par rapport & v, on frouve :

©(26)
Yous conservons seulement le signe — devan? fe radical,
car le signe — donnerait une valeur négative inacceptable

pour v. Si nous faisons { =0 dans 'expression (26}, nous
trouvons pour vy unc valeur trés petite négative. 1 pourrait
sembler que eelle valeur est A rejeler puisquelle correspond
3 des fonctions Fy et G, (et par suite & des fonctions d'onde
A% qui deviennent infinis ponr r==0. Or les résultats aux-
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quels nous allons parvenir plus loin montrent claircment que
I'on doil conscrver cetle solution avec I=0.

On peut expliquer eette anomalie en remarquant que les
fonctions d'onde W, deviennent pour r—=20 infinies d'un
ordre si petit (3 canse de la petitesse de 4*) que les intégrales

L
i/ /4 jW*d=  resleni convergentes. La condition que les

— &

fonctions d’onde soient partout finies apparait done ici
comme lrop rigourcuse: la condition essentielle, ¢'est gu'elles
soient de carré sommable. Nous avons d’ailleurs vu que la
méme difficuli¢ existait dans la théorie relativiste & une fone-
lion d’onde (Cf. Chap. VIII, paragr. 2). Nous adopterons
done comme valeurs possibles de y les valeurs (26) avec
—=0, 1 2, ...

Cecei pagé, revenons & la substitution de (23) dans {18) et
annulons le coefficient de »Y +* nous {rouvons :

AAE—=8Bb6) oo FH{v-bs41—=Db,, =0 o
B\ a,—Bbh)—ah, Ly Ly, =0 @7
Multiptions la premitre équation (27) par B, la scconde
par A ef ajoutons. Il vient :

a,  [BrtA{r-bs 132
b Bl s =L —Asl=0 (28)

,e qni permel de poser:
=0, By ——s—1-L11)—~ Ay
b.u-l T-E O [B % + A {T _TI R }_ { |_ 3)]
ou ¢, est unc cerlaine conslante. En substituant les rela-
tions (29) et celles qui s’en déduisent cn changeant s 1 en s,
dans les &quations i27), on trouve pour les ¢, la relation de
réeurrence :
A f—a(A*—B) L2AB(vH s} 1)]=
=t fAs Ay b s L D (s — 14 DL @0)
Pour que les fonctions F, et G, soient siirement nulles 2
Pinfini, il suffit Aaprds (23) que les sériesar .. et hr ..

(29)
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coicnl limitées. Pour cela il faut que pour une cerlaine valeur
de s, soit == p, ¢, s0it nul, ¢, ne I'étant pax; il faut donc
que pour s — p, le coefficient de ¢, dans (30, soit nul ce (ui
nous donne :

AY - _
P e T (3t
ou d’aprés (26):
AP

].s T S P 2‘:\‘“_4 .

. (32)
Mais. x1 nous nous reportons aux définitions (17), nous

VOYONS que

A — B W o ome?

TEABT mieTTWE D 2t B
L

o, ¢F

I
. (:3:3)

/ 910 P
l .= !‘_}(1 [_Z)
e 2

o L — W —nm, ¢ esl ici négatif, L'équalion (32) peut done
éerire en clevant au carrd

T g —
[

-
-
~
[ PN
= .
@ .
——
|
—
to
—
-
w
=

ou aussi bien :

Cog. )
ITRGS
Si nous ajontons 1 aux deux membres de (357, nous trou-
NONS 1
1 o® g
.- =T - T, T s (:‘H))
R
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d’oti 1a formule finale :
E . a? -1 -

' T
m, ¢ P V) —
Comme pour les solutions du lype 111 dont nous nous

occupons en ce moment, on a j=/7/- 1, la formule (37

peut aussi s'éerire :

I -3

i T - . F i (38)
Y- .)-) -]
(a formule {38) est .mal(wue i 1‘1 formule de Sommer-

feld ('), le nombre entier j—o- -=1{-£1 jouant le rdle de

[vl —

nomhbre quantigue aztmutal el p celuei de nombre quantique
radial.

Comme on le voit, les niveaux d'énergic du type (1) sont
completement délinis par les 4 nombres quanliques: |,

=1+ %), m et p. Au lieu du nombre entier p qui peut

prendre les valeurs 0, 1, ..., on pent tont aussi bien envisager
le nombre n=p-F1-1 qui peut prendre les valeurs 1, 2...
Le nombre n est Ie « nombre quaniique tolal » et 'ensemble
des nombres n, 1, j, m fixe la solution envisagée,

Si l'on développe le second memhre de (38) jusqu’au
sccond ordre en o®, on ohlient la formule approchée :

4 - ’
Eﬂ”%éf L4 f’}1~2 (39)
S+,

tout a fait comparable 3 la formule approchée de Sommer-
feld (*} mais avee j 4 50 a place du nombre %
Rappelons que la Mécanique ondulaloire relativiste & une

fonction U™ nous avait conduit & une expression en désaccord

'_(‘)_(Irfr_)rmule (3R} du chapilee 1.
{*1 Cf. formule (41} du chapilre 1.
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avec les faits expérimenlaux, expression qui availh wméme
forme que (38), mais avec { au lieu de j 7).

b) Solutions dulype (1),

Nous pourtions recommencer les caleuls qui viennent
d'dtre fails en parlant celle fois des équations zuxquelles
satisfont les {onctions F_et G_. Mais cela est inulile car nous
avons remarqué qu'on obtenait ces équations en changeant
dans les équations (161 L en — 1), 1 ext done évident
quen adoptant poue £ ol G_ des développements de a
forme (231, nous obliendrons pour délerminer ~ équation
qui se dédait de 0269 par ledit changement de en —(1 -} 13,
¢’esl-h-dire
vam— [ P2 (10)

i T'on doil évidemment exclure le cas {— 0 qui donne-
rait une valeur imaginaive @ nous saviops Caillenrs déja
quiil o'y avait pas de solution du type () pour f==0. Si
=1t formule (407 wous donme une valeur trés petite
négalive de ~:jei encore nons admettrons cetle vateur de {
en remarquand que sioles fonelions d'onde corvespondantes
sont infinies d'ordre pea élevé i Vorigine des coordannées,
elles sonl néanmoins de carré sommable. Bref nous adinet-
trons ponr [ les valeues possibles @ 1, 2.

In poursuivant les caleuls, nous parviendrons évidem-
ment i une formube qui se diddnit de (37 par la sabstituiion
de — (111 & d, savorr:

o

| > — 4
p - — 19)4 “h

Mais pour les solutions du type (11 Cona: j=10— 5. Nous

Lo —

relombons done sur la formule 1387,
Au liew de earactériser une solulion du type (I par les

!
)< M, p.onous pouvons

4 nombres quanliques | j(—‘—l-_— "

T G formules (347 ol (36) dn chapilre VITL.
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lout aussi bient Ja caractériser par les 4 nombres n, I, j, m
avec n=p-~}-1 ¢t nous retrouvons facilement la formule
approchée (39).

fn résumé, dans tous les cas, 1’énergie du niveau carac-
éris¢ par les nombres quantiques (n, I, j, m) est donnée (au
seeond ordre en o) par la formule (39) (V).

Nous relrouvons done pour Uhydrogéne la formule e
structure fine de Sommerfeld, mais avec cette différence
essenticlle que le nombre azimutal k de Pancienne théoric

des quanta y est remplacé par le nombre ¢ntier j—]—% . Glest

done eatre les niveaux dont les nombres | different d’une
unité que 'on dotl trouver les doublets de Sommerfeld, Les
niveaux qui ne dificrent que par Ie nombre quantique azi-
wmutal (kou I sont confondus, Ceei est parfaitement d'aceord
avee la structure fine réelle des raies de la série de Balmer,
par exemiple de H_ 5 on e verra en se reportant au paragr. 5
du chapitre 1T et en particulicr 3 la figure 4.

On peud Caillears ceprendre rigourcusement toute la thio-
rie précédenie pour un alome hydrogénoide (alome de nu-
méro atomique N ionisé N — 1 fois). On trouve alors aisément
au tieu de (39):

N 2 2 N2 ¢ N
E:.u“f:,x- | Tf\_ .—’.*_1 . :: (12

2

Cette formule rend bien compte de ta structure fine du
spectre de Ilet.

4. Application des résuliats obfenus aux specfres Rontgen.
— Les formules fonrnies par ia théorie de Dirac vont nous
permeltre d’interpréter la structure des spectres de Rayons X
et, en parficulier, I’existence ol la valeur des doublels régu-
liers sans tomber dans les difficultés que rencontrail 1’an-

(1 Notons wu'it y a dégénérescence, le nombre m n’intervenant
pas dans DU'expression de l'énergie quantifice.
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ciente théorie de Sommerfeld. Nous avons exposé au cha-
pitre 1II les principaux faits expérimentaux que la théerie
a A interpréter ; le lecteur pourra 3’y reporler.

Nous avons yu que, pour calculer les niveaux ’énergie
dans les atomes complexces, on peut tenir comple, assez gros-
sitremnent, de Vinteraction des élecirons en introduisant un
«nombre d’écran », ¢’est-d-dire en remplacant dans les for-
mules qui sont valables pour les atomes hydrogénoides le
nombre atomigque N par un nombre réduit N—z. Naturel-
lement le vombre d’éeran @ varie d’un flectron d Vaulee,
élanl en gros d'aulant plus grand que 'électron est plus
périphérique. Guidés par Vancienne image de atome de
Bohr, nous pouvons admettre que le nombre ’écran ponr
nn électron intra-atomique dépend sculement des nombres
quantiques n el ! relatils & cet électron. Iin nous servant de
la formule (42}, nous écrirons done que, dans un atome
complexe, 1'électron de nombres quantiques n, 1, j, m a unc
¢nergic donnée par ln formule approximative :

Bin, t, j,m)==-

A-___: BN _'—’ \' _:f.."" 3
RN ) 14-7( LI L O RS

1" 13 | 1

Celle formule differe de Pancienne formale de Sommer-
) . . 1
feld [ef. Chap. TIT, form. (9}] par la substilution de j+ =

a k. Mais cetle simple substitulion suffit pour que la for-
mule {43) permette d’inlerpréter les doublels véguliers sans
préter aux objections soulevées par la formule ancienne ¢
Sommerleld. 11 est en effet évident qu’avee la formule (43)
les doublet véguliers vont ¢tre prévus non pas entre niveanx
de nombres quantiques azimutaux (k ou 1) différant d’unc
urntité, mais entre niveaux de méme nombre quantique azi-
mutal et de nombre j différant d’une unité : c'cst bien 14 ce
qu'exige expérience, nous I'avons vu.
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Considérons par exemple les niveaux L, el L, dont la
différence de fréquence correspond 4 des doublets de Som-
merfeld. Nous savons que l'on a:
|
por L, n=2 =1 =3

.3
powr Ly, n=2 I=1 j=_.
-

Nous frouvons done d'aprés (43} pour la différence de

fréquence des doublets correspondants

, o e RNz 2 2
Loy Gy P : 31
-+ -
200 20
R

=7 6 (N—z,)" (4}

el nous avons vu qu en posant :==4d,5, on a un bon accord
avec expérience. kL ici le doublet est prévu & sa vraie place
entre deoux niveaux de méme { el de j différant d’une unité,
Nous avons signalé qu’il existait anssi dans les specives X
des doublets irréguliers. Ces doublels oul pour origine la
différence de fréquence qut existe entye deux niveaux voi-
sins de méme nombre quantique § dont les nombres § dif-
ferent d'une unité. Nous pouvouny aussi en expliguer 1exis-
lence grivee 4 la formule (435, Fn effet si le nombre d'écran 2
ne dépendait pas de {, les niveaux de mémes j et de  diffé-
rents (tels que L et L par exemple) seratent confondus :
‘e’est ce qui se produit pour V'hydrogne car en ce cas, bien
entendu, 2z est fonjours nul. Mais en raison de Ia varintion
de z avee 1, on voil que ces niveaux dans les atomes coni-
plexes ne doivent pas ¢tre confondus ot on peut méme pré-
voir ane 1ol pour leur différence de fréquence, On aura en
effet s1 1'on néglige les termes d’ordre supérieur en »*:

l/ﬁ_(_n_j’;_@:——_-l R T (N — 20} ;

ne

YRR LELD /B (1)
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Dol:
Bin, L, R DR T A RN .
l/—{]:,—”_ [ '_{ h." ;)= l ",'ie' (zn.l-{ | = Z,,‘;)
(1)

Le premicr merbre de (46) esl 64 ;l)our les deux piveaux,
le second est indépendant de N. On voit done que les lermes
speclraux des deux niveaux dans ta série des £léments sont
feis que 84 v soil indépendant de N : c'est bien la loi des
doublets icedgulicrs qui a 81€ signalée & la fin du pavagr. 2
du chapitre I11. Ges doublets irvéguliers existent enlre lermes
spectraux caraclérisés par o méme lellre avee des indices
différant dune unité, fe premicr élund impair, tandis que les
doublels régaliers de Sommerteld proviennent des lerines

specleaux caraclérisés par o méme leltre avee des indi es
différant dune unilé, fe premier dland pair. Atosi la diffc-

Tenee v, — v
I" 1'[!
ct la différence 4 — v, A des doublets réguliers.
‘It “TIr
Li théoric de Divae a doue entidérement remids dans [

donne asnissance & des donblets ieréguliers

bonne forme la théorie de structure fine de Sommerield
monlrant que le sucees primitif nCélait pas die au hasaed el
quen derniere analyse, Pexistence des doublets régulicrs
esL bien reliée, pir intermdédiaire du spin de éleclron, a
Ta Relativitg,

i
v
¥
7

5. Nombres d’électrons par niveaux: régle de Stoner. ——
La théorie de Dirke n'a pas seulement permis de retrouver
en les améliorant les formules de strueture fine, elle a aussi
fonrnt vne inlerprélation de la régte de Stoner relative & la
répartition des ¢lectrons endre les niveaux de Palome el une
démonstration des rigles de sélection relatives aux nombres
quantiques I, m et j.

Occupons-nous d'abord ici de la premuigre question et rap-
pelons que la régle de Stoner est la suivante : « I ne peut pas
v avoir plus de 2f-j-1 électrons sur le niveau d'énergie cor-
respondant aux nombres quantiques n, I, j.» Nous allons
chercher @ justifier cel énoneé,
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Noug avons vu plus haut (parvagr. 2) que pour les soln-
tions du lype (1) comme pour les solutions du type (), il
extstait 2j—+41 niveaux correspondant i I'ensemble des
nombres quantiques (n, 1, j). kEn d’aulres termes, chague
nivcau étant enligrement délini par les 4 nombres quan-
ticques n, 4,3, my il existe 2541 ~aleurs possibles de moo
par suile 2 § -}- 1 niveaux possibles pour des valeurs données
l
9
loin, il nous [zul fairve appel & un principe nouveau qui joue
un role fondamental dans la physique comemporaine © le
principe d’exclusion de Pauli.

Nous cnonecerons iei le principe d’exclusion de Pauli en
disant : o1l ne peul v oavoir plus d'un électron intra-ato-
mique donl Uélat stationnaire soil caractérisé par [es qualre

des 83 nombres n, ! j—=1 + . Geei ruppelé, pour al'er plus

mémes nomhees entiers no1ojo ey

Or, nous 'avons vu, dans Malome cn Pabsence de champ
exléricur, Pénergie d'un ¢al stationnaire ne dépend pas du
nombre mde =orte que chague niveaw d'énergie est entidre-
ment caractérisé par les 3 nombres quantiques n, 1, j comme
I'expérience du reste Uavait indiqué avant la théoric (cf. pre-
micre parlie). Si done on admet le principe de Pauli, le
nombre des électrons appartenant & un méme niveau n, /. j)
es1 an phus éeal an nombre des solutions stalionnaires carac-
Iérisées par les 4 nombres quantiques n, 1, j, m, dont les tro‘s
premiers ont les valeurs qui caractérisent Te niveau consi-
déré. Nous savans que ce nombre de solutions est 2711
Nous avons done juslifié la régle de Stoner dont P'exaciitude
expérimeniale ne parait pas douteuse,

6. Les régles de sélection en théorie de Dirac. — Nous
avous expliqué an pavagraphe 4 du chapitre VHT comment
e principe de correspondance conduit en Mécanique ondu-
laloire & la prévision des véeles de sélection, Dang la théorie
de Dirac. celle prévision se fait de la méme facon, mais en
lenant compte de ce fait que Vexpression W™ de Ia Méea-
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nique ondulatoire & unc fonction «onde est ici remplacée

par

.1‘1 l - % l .
2.4,,. PRI

On aura ainsi & considérer comme ¢lément de la malrice X
qui sert 3. évaluer Ta probabililé des transitions accompagnées
de rayonnenient, les quantilés suivantes :

a
Now=[ [ [ otroow o,
U

: tl.:s_ns< II'.::..,a : ‘rl.n* II..I.‘-r) d= . ({17)

ol les indices 1 et mocaractérisent deux étals slalionnaires et
représentent en réalité chacun un ensemble de 4 indices
n, 4, j, m. St les éléments X, Y., Z,, sont nuls, H n'y a pas
de rayonnemenl correspondant au passage n—» m. De la, on
tire les régles de séleclion.

Conmme exemple, considérons la (ransition depuis 'élat
stalionnaire du dype (I} de nombres quantiques n, 1,

1 . . . :
i U5, mojusqud Uétat stationnaire du type (1) de nom-

bres quantiques n, I— 1, = 1—- -, m; transition pour la-

3

..j':
quelle on a |8l =1, &m:==0 et 1§j| =2. Le premier de ces
ftats a pour fonctions d’onde :

WP Y e — P Y
—t

Wo=(—m--1DG, () Y:l: W=+ mG._(r) ‘l';“'

el le second :

Wy — il —m— 1)YF_ () YJ;"_'
Ve i 0+ m —2)F (MY :"'T,]:
W G YT 0 e — G Y

Eerivons alors Uexpression de 1'élément de la matrice 7
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correspondant i celte transition, en posant pour simplifier :
Ay L
A =-— / P ¥ _mertdr; B= ’ G, (PG (P)r*dr. (I8)
- - n

1T vienl :

2 = A (L——m - 1) [ /(:usfi Y Y‘ i 1
. N L fi

- RTENE S e

A e -2 ‘ I com b \" ‘ Yoo -l

e

SBA—m =) [ feoshY N aw -

-1 i

NN B
B ) f ey Y du (1)

- - i ¢
avee dQo—siwlidlidz, les tntégeales doubles Guant Gtenduoes
il sarlace de Tasphére de ravon sop, Or, en partant de ta déli-
nitian des fonctions Y, on peat démontrer les formules sui-
vanles

LR 3

_/. l.m)s(; YOOy =i

[ £

* —

S eos Y Y qg St (- my! :
/ -/ro \i_lﬁl({ oy ;_}){21___]){! m) ! (1 -— m) £

— | # [T |

{ ﬁ‘m By Yo Q=0

[ feosin Y au-
i B | b= ([ i ' l}' (( 1 1yt
Tty oy e o

Portons dans (49 nous [rouvons

T S L P RN S = my —
L’”"_'B{‘.’,f-i-l)(“_’f.—l)\(z m LDy -my - my!

- (o do—m EDNAA = B =0, (DY)
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Om troaverait de méme N, =—Y,, — 0. La fransition cnvi-
sagée est done inferdile.

On peut recommeneer le méme genre de caleuls en pre-
pant toules les combinaisons d'nne solution du type (1)
avec une solution du méme Iype on-du Iype (11, puis toutes
les combinaisons d'une ~olution du (vpe (Hj avee une solu-
tion du méme (vpe on du lype (1), Le résultat de ces caleuls
est le suivant :

v Seunles correspondent & un rayonnement fes transitions
pout lesquelles oo a

E, =

Ces régles de «élection sont hien celles que M'on a trousées
empiricquement. Les régles relatives aux nombres gqunantiques
Pet m étaienl prévues par la Mécanique ondulatoire i une
seule foonclion donde, mais o réele relative aun nombye
quantique j ne pouvait Pélre que par une Ihéorie qui intro-
duit ¢e nombre qoantlique. commne ¢'est le cas pour la théo-
rie de Dirac.




CHAPTYRE XVIN

Déduction de Ia formule de Landé

1. Vue sommaire sur la méthode des perturbatioas

OUS nous proposons de montrer dans
ce chapttre gque Ly théovie de Dirae per-
mel de refrouser Ty Jormule de Landé
pour Uetfel Zeeman anomal des alea-
lins dans un champ magnélique fai
Pleo Mais, comme nons devons pour
cofu Grive weage de ln mdthode des per-

furbalions. nous allons d'abhord  dire
(quelques mots de celle mélhode de caleul.

Supposons que nous ayons déferminé les éats station-
naires ' un systtme, d'un atome d'hyvdrogéne par exemple.
Nons connaissons donce les valeuvs propres W, de Vénergie
¢l les fonetions propres correspondantes U, & désignant
toujours 'indice de Dirae, Ia variable de « spin ». L'équation
sytmbalique

W, ! ey !
o i‘v v, P m,,(-} W, =t (1)
{ —r

, i

es! done satisfaile quand e systéme n'est pas perturhd.
Muix supposons maintenant qu’unc légére action pertur.

hatrice conslante s’exerce sur le sysigme quantifié et qu'el'e

pent ére représentée par addition Cun (erme AN & Péqua-

tion {1}, (A ost un opérateny gqui pent conteniv les ¢, et par



258 PEDUCTION DE LA FORMILE DE LANDYE

suile opérer sur Uindice %.) Par suite de la préscnce du pelit
lerme perturbateur, les valeurs et fonctions propres vont étre
tégeremenl modifiées et devenir W, ¢, et W, , -L7,..
Nous supposerons (que les g, ¢l les v, sont trég petits
comme le terme perturbateur A W et nous négligerons les
termes tels que z,q,, et A, .
Dans I'étal perturbé, Pégquation symbalique est

W, ta eV _‘_L w, Pl me b \% U, )= 0. ()

e

Retranchons (1) de (2); nous 1rouvons avee les approxi-
malions admises :

3
&y LWL ey \
(4. a .\) .+ ¢ ‘ I-E_M 2, P4 e, =0 (3)
) ‘ N ]

Considérons mainlenant les 4 fonetions v, , il résulte de
la formule (5} du chapitre XV¥I que nons pouvons déve-
lopper ces fonctions suivant le systéme complet des fonctions
W par des formules :

’l‘ln’__> Coe L U‘ == 2, 3, l) (i)

ou symboliquement ;
~
. . TR -
fin == Cote 1o a
in ( )

O o done en tenant compie de Féquation oblenue en chan-
geand foen o dans (1)

_l_ > ~
(\\ —‘ P \ ’J ‘ R '”u“)"m —

J

. \\ - eV .
=\ﬁ Con |- ‘ a — - 5‘ 270 LS RN TR I

i ¢

B NI \‘« ——\\'m" ()

P <
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et, par suile, d aprés (3):

DR ST I -

— ( oo P I o ( ‘: - \ I » (f}
ou ¢n explicilant

N W, — W | SN S

L Cose =" = W (— \) N, (%)

Multiplions dans (8} par W* ., sommous par rapport & &
et intégrons dans 'espace. I vient :
+ @
v -“\7” . \\ym - ~ . \’N Il.#
( oot &
Pa

Lt O wo 'l de =

/}/ 1:‘ 'I(f - .\) Wovds. ()

d'ot Ton tire, en lenanl comple de Vorthogonalité et de Ta
normalisalion des fonctions propres :

. ‘!,‘ . ; ]
[ \\.” (_ \\: l ~/ —/ }’\‘ |I.*i:_:’ (:‘ : \) l‘.,‘.-.,; !‘[T . (l“)

o

Celte formule nous donne les ¢, pour toules les valeurs de [

Mais la formule (10) nous dounerail pour !=—n un coefti-
) cient e, infini si Uinlégrale qui figure dans (10) était Jiffé-
. veute de U pour {=n. Connne ceei n'est pas aceeptable, nous
' vovous qu’'il faul avoir:

_/1/‘_/‘}; | . (;—f— \) U, ., tz=10. (1)

Celle comddition (117 qui exprime un (héoréme bien connu
de Fredholm dans b théorie des équations intégrales, per-
met dobtenie a varidion &, de U'énergie du n® éat station-
naire provoquée par la présence de la perturbation. De (117,
on lire en effet :

{ =
g f/ SN e (12)
C - & .

—_u

parce que les 1., sonl normées.
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Il faut remarquer que la formale (10} w'est acceptable
que si clle conduil & de petites valeurs des ¢, 0 sans iquoi,
Phypothése de la pelitesse ddes 7, sur lguells noos nous
appuvons, ne serail pas valable, En exaaninaut cc point, 1'on
voit que la formule (12) n’est exacte que si Pon peut. comme
nous Vavons implicttement sapposé, considérer Ja pertur-
batton de chaque valeur propre comme indépendante de
celles subles par les autres valenrs propres. Pour cela, Ia
periurbation extérienre doit &tre assez faible pour que le
déplacement des valears propres dd & Ia perturbation soit
petit devant In difiérence de ces valeurs propres : ¢’est ce qui
a lieu pour I'effet Zeeman quand le champ magnétique est
faible. Si cette condition n’est pas cemplie (effet Zeeman avee
champ magnétique fort, par exemple), i y a lien de diriger
un pew autrement le caleul des perturbations : nous n'y insis-
levons pas tei.

2. Application de la lformule (12) dans le cas de Peffet
Zeeman. — Nous avons vn au Chapitre IV comment Ia for-
mule de Landé permet de représenter la modification dun
niveau d’énergic dans un atome 3 spectre de doublets (alca-
ling) par Daction d’un faible champ magnétique, Si
W.ln, 1. 7Y est 'énergie du niveau en U'ahsence de champ
magnélique et si W, (n. [, j) est cefle énergie en présence du
champ H, on a:

b it
‘\’n ("9‘-,’.) i \\Yel (”v ’t j) _4' m’.q _1(__{!_’_']*_(_ (13)
aves |
i+ |
. _T’ i3 i) _~'_
P Y (1)
Y 17204
Gl

Le nombre m’ est un nombre demi-entier {(¢'est-d-dive un
. ) - .
entier plus 5 posilif ou négatif pouvant prendre toutes les

valeurs demi-entiéres de —j & =7, Nous avons modifié les

cat s i Vi
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notations du chapitre 1Y cn éerivant 1/ au lieuw de m afiu e
dislingucr le nombve demi-entier m de la formule (13) da
gquatritme nombre quantique me caraclérisant un étal slation-
paire de I'atome, nombre qui, lui, est enlier. Nous verrons
que les nombres ' et mo osont unis par la relation
== (m —- I)) Précisons ce poinl : dans Ta formule (1:3),
nous (]]u’-l’inismns le niveau d’éncrgic par ses trois nombres
gquanliques 1, {, j, ce gui sullit puisque la valeur de |'énergie
ne dépend pas du ualriéme nombre quanlique m; mais le
déplacement du niveau par effet Zeeman dépend de m (') e,
en explicitant, on pewt éevire {(13) ous la forme :

eh 11

e L (V2741 .
A\ " ("7(1.})"') ==\\ " {”:{?J) __'(’“ - 9 ) 9 _% ' 1 T:;H_‘.,f‘ (1'7)

) -

Clesl cette fornwle gue la théorie
metire de retrouver,
Nous considérons un alome ol il est permis de n'envisa-

le Dirac va nous per-

ger quoun seul fleetron @ e'est le cas rigonreusement powur
un alome d’hydrogéne et pour un atome de rang N ionisé
(N—.1i fois; ¢ ’est approximalivement le eas pour un atome
alealin on Péleetron de valenee et unique et ol 'on peut
feniv compte grossicrement de la présence des autres élec-
trons périphériques par nn simple effet d’éeran. Nous sup-
poscrons que cel atome exl plongé dans un champ magné-
liqque uniforme W dirigé suivant Paxe des z. Nous pomnons
alovs prendre comme potenticl veetenr:
1 1
Aomo— M A et A= (11

Le (erme pertuehateur de 'équation (2) est done :

M= A, A, L) *I'.,:’;-'_' (7, —va) 0 (17
.

¢ g v ! @

On peal dire goe la préseace du champ wagnétique faiy dis-
paraitee la dégéndrescence qui exislait en son ahsence.
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En explicilani grice aux valcurs bien connues de a, et oz,
on trouve :

Al]'l=i(x+:y) = lI,,, \lioz——l{.r——ly)g}{
2 1
AU l(x—rly)‘I—{ 23All"a:_i(m_"iy){;%\rl (%)

L'application de la formule (12) nous donne alors pour
le déplaccment du niveau par effet Zeeman dans un champ
magnétique faible :

‘sVn o, L "‘} — Woiln, L, )

el
— — Wi i W — U
()(f[[[ i A E ) W Vo*i{e — iy W,

— 'I SFile iU, + Wi —iypyWlde (19
Tout le probldme est maintenant de calculer 1'intégrale
qui figure en (19).

Qim

3. Développement du caleul. — Pour faire le caleul, nous
devons distinguer deux cas suivant que !'état stationnairce
d’énergie Wo(n, 1, j) est du type (I} ou du type (11},

a) Solation du type (I):

On a alors:
n m—1
¥, =iF, (Y W,=—iF, (NY
[y {41
m—~—1

e m D) G Y W= (L m) G, ()Y . (20)
! !

ot I'. ot G, sont deux fonctions réelles de r obéissant aux
équations simultanées ;

2xfW,+eV ' aG L.,
’l [——~——+ll) (11 ++-(_i’_ -— -’:-(!+-—~0

_2x[WoteV dF t4-2
ey UL — q. - * 1=
- [ s my < ](r+ ar +——F

T e et ank g i



DEDUCTION DE LA FORMULE DY LANDE 261

Comme dans l'atome, l'approximation Newtonienne est
toujours approximativement valable, les fonctions W, et ¥,
F,
G,
donc trés petit. Un calcul plus complet prouve que ce rap-
port est de I’ordre de la conslante de structure fine «. Nous

sont trés petites par rapport 3 ¥, et W, ; le rapport est

2
nous appuyerons sur ce fait pour négliger le carré ((P,;) , ce
T

qui apportera de notables simplifications.
Des équations (21), on tire, en multipliant la premigre
par G, la seconde par F; et en ajoutant:

Ammge . 1d . ite. L 1.,
——h—'o'— [‘+G++25[F{2+('I+2}+__i;—“]1+z—r&+e:0

(22)
Négligeons les termes en F,, multiplions par »’ dr et inté-
grons de 0 4 +-co; il vient :

4 @ + w
h r*d G? '
3 A g a LN SR .
fu G, r'dr— hmnc‘[[z Gy }d; (23)
0
En intégrant par parties, on oblient, G, étant nul & Vinfini:
+ o« ’ f_} + &
ﬂ‘\ ‘ It T l ot M JTS 2% I 5y
[ G _“m”(_(z ! g)f(’+ rdr (20)
0 i

Munis de ces formules, nous allons pouvoir aborder le cal-
cul de I'intégrale qui figure au second membre de (19). En
prenant des coordonnées polaires, nous avons :

z-|-iy=rsinb ev; x —iy=rsinf e—';
dv==r'sinbdrdide. (25)
Donc :

+e
f.[‘[[_ i+ ip) W, W, i(e — iy) W,

— Wi (@b iy W Wi (e — iy W, de =
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T i =1 nt— I » w

:_['[ [Y" C+mY et Y (—mb)Y, en
I—rl

o mo—1 m ¥ m
L d—mA1)Y, \’ e (L m) Y TN " e-u
- +1
+ =
sin® b db dy f F, G, rdre (26)
Ja

Or 'étude des fonctions Y fournil les inlégrales :

*

2q noom m—l
[ { Y Y e¥sin’bhdide=
O a0 11 :
1=

=(§[._?_1)_£2..£;-§) (tEmEt i —mt 1

/-n/‘v-Y""‘tYme—f@ sin § db dp =

PO I O
1%
— t
(2{ ; 1) {2‘{ (Z—}—m} ({—m-F2)!
. (27)
moH o —1
f / ‘_t Y e’ sin i di de =
LB
AR
— 1 — . 23 !
ex 1}(21+:3)(I+nl).{1 m 4 2) !
~Lw e m'-—l m
j l Y Y e 'sinlhdidy=
[ -~ A4l

1=
TRUTFN) (21F3)

On trouve donc pour lintégrale (26) la valeur :

(f-m+DHt{I—m-=1)!

I

Tt {‘1)(‘)(4_3)(17—111)'(L_m+[)|z

{+myd4-ms-1)—@- - m-+1) (t— 1:1-{—2}} { Tt F,.G, r*dr
1w 1 el NG

:_Ql——}-—i (E-+ )yt gt — e+ 1) ‘(l—i—m) {4+ m+4 )_,

h

4w
S G irtdr
4rwmye./,

—(l—m4+1){I—m -=2)

PRI
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la derniére forme étant obtenue en introduisant 1'expres-
sion (24).
Comme on vérifie aisément identité suivante :

g+midt+mt+Yy—(—m4-Hd—m2)
=@2I+2)@Rm—1) - (29

on peut encore écrire 'expression (X8) sous la forme ;

21+2
—_—t . - ] N L ! —_ - !
1 21—]—1( m—"1{g+-m)rd—m -1)
o~
7_1._7:’:".-‘;- /n G2 rtdr. (309

Pour aller plus loin, il faut invoquer la condition de nor-
malisation qui donne ici, en négligeant les termes en F,’
devant ceux en G.°:

2w T *me oM m-—1 m |
[ [({_"‘JF“? Y Y (YT Y ]
o W0 i ; ; ;

{ =
sin & dl oz f G, rtdr=1. (31)
Lt
Or on a:

[-: {-I lea‘sin hdb de = br d4+my{{—m!
. 1 Ly ' ! 2’ f'}_ l R
2 A m— 12 4 — (32)
C o isinfbdide =, —DI{E—m 1)
.’0 | Y | sin b db do 2!-}—1(1_'_”' DY—m. 1)

!

de sorte que la condition (31) nous donne :

- {_ “z 1
Goaptdr — o o 33
./0 T R DT (= m - 1) (34)
n portant cetle valeur dans I'expression (30), nous voyons
finalement que 'intégrale a3 calculer de 1a formule (19) a

simplement pour valeur :
242 R
St e m 1] - ‘
214+ (“ m 1) dwme’ (34)

La formule (19} nous fournit done pour le déplacement
du nivecau par effet Zeeman, la formule :
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Wi n, L, j, m) = W, (n, l: J) -

Posons maintenant :
i+ 1
m=— (m — —) g z:l—m%:J——? (36}
14+ 5 1+ 5

. L .
¢n nous souvenant qu’ici j=1I1-- 5. Nous pouvons écrire:

chH
dwm,e

Wan, L j,m)=W,(n,Lj)+ myg (37)

3i mainienant nous supposons seulcment donnés les trois
nombres quantiques n, !, j, nous aurons :

eh
V !!I ’ j) = ...'I s &y ] "0 i 38
Valn, L) =Woln L) - mg 00 = (38)
m! &tant ici un nombre demi-entier qui peut varier de
1
— (mm,-,, ,_%) A —(m..m, — Tz')' Or, en discutant le

nombre des niveaux correspondant au triplet de nombres
quanliques (n, !, j), nous avons va que pour une solution
du lype (I} on peut faire varier m de — 13 I} 1. Le nombre

m’, pour (n, I, j) donné, peut donc varier de — (— { — %)

=t g=ia {1 )= (14 ) =

Bref, nous avons pour les niveaux correspondant & des
solutions du type (I), la formule (38) olt m’ est un nombre
demi-enticr pouvant varier de —j & +j. C’est bien la for-
mule de Landé.

" b) Solution du type (II):

Pour faire le calcul dans le cas d'une sclution du type (I},
on part des fonctions d’ondes :
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m wee |
Wo=—i{l—m .Y W,=il4+m—1HF_Y ;
-1
" m—1
0, o=G_Y 3 W,— —G_Y (39)
t !

les fonctions F_ ct G_ étant des fonctions réelles qui satis-
font aux éguations :

Zm[W eV .
= [ " —+ m(,(‘l | D

27 [W eV (F. t—1
— [ teb —m,.cl G_—|—r— :

G
dr

+ ¢ j‘ L G_:—=0. (40

. —_——_ =0
h ¢ dr 2 k-

Par des caleuls analogues 3 ceux développés plus haut,
on parvient & la formule :
Wy (m, Lj,ny=W, (n, L j)

21 e h

57 11 (2m—1) 5 (1)

twmye

1
Comme pour les solutions (II) on a j=—=1— , Nhous posc-

rons ici :

. 1

1 ! J7,
m.—=— (m — 27) A (12)

R

et nous pourrons écrire (41) sous la forme:
. . . o et
W [E] (ﬂ, [! g "‘) - \\0 ("5 l’ I) -+ "1,g _1 ,__"_.!_(_. (13)
i U .

Supposons mainlenant que, sculs, nous sont donnés les
trois nombres quantiques n, I, j; nous écrirons alors
*h H

Wi (3, L) = Wa (n, Lj)-l-mig g==0 (1)
- 0

s o 1
m! étant un nombre demi-entier qui varie de — (M — 5
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a ——(mm:, -— u) . Or iei (nous Pavons virj, on peut faire

varier m depuis —(I—1) jusqua 4- /1 Le nombre nv peut

2
=~

5

. Lo L . 1
donc varier de — l— (t—1)— o !: I — jusqua — (I—— )
c'esl-d-dire de 4§ 8 —§.

Bref nous avons pour les niveaux correspondants au

type (D ta formule (44) ol m? est un nombre demi-entier
pouvant varier de —j & - .

4. Résumé des résultats; remarques. —- Nous avons ainsi
démontré que pour tous les niveaux, aussi bien du type (1)
que du type (I), le déplacement du nivean (n, {, j) par
I’action d’un champ magnétique uniforme suffiscamment
faible est douné pov:

»h H
Wy n, Ly — W (n, L, jy-- m’_r;f_—% ; (i
avec :
o]
B Ty
9= (-16)
tt

m' lanl un nombre demi-enlier pouvant prendre loutes les
valeurs demi-enlicres enlre —j el -f-j. Gest bien la Peffet
Zeeman anomal el qu'il est exaclement représenté par la
formule de Landé, Le nombre m! ayant 2 §4-1 valeurs pos-
sibles, tout niveau (n, I, j) est décomposé par 1'effet Zeeman
en (274 17 niveaux distipets, ce gui peut s'exprimer en
disant que le champ magnétique extérieur a fail disparaitre
b dégéndreseence dordre 2 f -1 qui existait en son absence.

Le raisonnement que nous avons fait est rigourcurement
valable pour les alomes hwdrogénoides, mais, comme nous
Favons indiqué, il peul s’appliquer au moins approximati-
vement aux alomes alealins.

Nous avous dit gque la formule de Landé est valable pour
les champs magnétiques faibles. 11 faut entendre par I3 'es

i
j
1
N
i
1
4
4
{

e e
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champs magnéliques assez faibles pour que Ie déplacement
parelfet Zecwan des uiveaus d'énerzie solt petit par rapport
3l distance normale de ces niveaux. 3i celle condition n'est
pas remplie, la formule (12) n'est plus valable et il faul
reprendre toul e calead. On o pu démontrer (M1 que Pon
arrive alors a4 une formule identique a celle de Voigt
(b, Cho IV Tin du parag. 31 el ponr les champs trés forls,
on lrouve Lellet Puschen-Back, ¢'esl-d-dive la décomposition
Zeeman normale.

La théorie de Dirac donne done une interpritation toul a
fail satisfaisante de Ueffel Zeeman anomal pour les alcalins,
Pour les atomes ot il n’est pas possible de considérer un seul
électron optique, I théorie de Dirac ne peut prévoir rigou-
rensement Ueffet Zeeman car cette théarie ne sait pas encore

)

traiter le cas d un systeme d'électrons en inleraction,

e Yoir G0 G Danwax (Proe. Rov. Soc, vol 118 [1928].0 p. 6540,



CIAPITRE XIX
Moment propre et moment orbital
Polarisation des ondes électroniques

. Impossibilité de séparer le moment magnétique propre
du moment magnétique orbital (Bohr)

i

- Bohr a montrd pae des ridsonnemerts
ascez délicals quiil ne doit pas dre
possible de mesarer le momeat nagndé-
tique propre dun électron paree que
les effets dus i Dexistence de ce mo-

ment propre ne peusent stee distingués

de cenn qui zeraient dus du mome-

ment d'ensemble de électron,

Résumons le raisonnement de M. Bohr, Pour melre en
cvidence le magnélisme propre de électron, on peut pro-
céder de deux fucons

1° Chercher {0 mesurer Maction sur un magnélomatre du
petit aimuant équivalent a 'électron |

2% Faire lraverser par Uélectvon un champ magndligue non
uniforme vl chereher & observer HNaction de ce champ sur le
petil aimant magnéligue,

Examinons la premicre méthode. La direction du mouve-
menl de Péleclron dant prise pour ave des r, nous placons
le magnélomdtre sur 'axe des ¥ au point dordonnée vy,
Ponr pouvoir éerire avee exaclilude Pexpression des actions
sur le magnétomdlre, nous devons supposer que Iélectron
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est suifisamment bien localisé, ¢’est-d-dire que cet électron
doit ¢tre associé & un train d’ondes W dont les dimen-
sions solent petites par rapport & la distance y dua magné-
tométre & ['axe du mouvemenl. Par exemple, si Az est la
longucur de cc train d'ondes le long de 'axe des ¢ (incer-
tivnde gur abscisse de Uéleclron}, on doil avoir:

Auw gy (1)
el de méme -

Ay=ly (1)

Ceei posé, en passanl prés de Vorigine des coordonnées,
Uélectron va exercer deux actions sur le magnétomatre, [ une
de ces actions est due au champ magnétique (champ orbi-
tal 11} evéé par te monvement de translation de 1’électron ;
ca valeur est:

(SR AN
"M, ="- DY
= (2)

La seconde aclion esl due au moment magnétique propre
de Uélectron gui erée au heu occupé par le magnétomeire
le eliamp magnétique propre :

e h t
Hp =, O 0 (3)
tmm, e ¥
Mais I valewr de Hy n'esl pas connue avee une précision
abxolue. Il rézoe sur celle quanlilé une incertitude :

A,

(,
AN, =
1] y?

I

Uy,
- yz‘ﬁy] (1)

putsqu'il ¥y a nécessairrment une incertitude Az, sur la com-
posante » de la vitesse de Véleetron et une incertitude Ay
sur son ordonnée v ('), Mais d’aprés les relations d'Heisen-
bergz, en nous bornaul a 'approximation Newlonienne, nous
avons ;

v, > :ﬁ:’;_x Au, > R )

7 Dans M formule 74), il faut le signe - dans le crochet parce

(que dans le eas le plus défavorable, Tes denx incertitudes peuvenl
ajouler leurs effels,



v
. |
—

MOMENT FPROPRIE FT MOMENTI OREBITAJ.
el d'autre parlt nous devons toujours supposer :

A (6)
salls UOEb oS 1 aurions pis un mouvement s opérant sen-

siblement le long de 'axe des a.
Si maintenant nous comparons (33 et (41, nous lrouvons :

A I, 1= m, , , -
S L2y N e, A ) (7)

d'ou résulle par (3), (L) et (6) :

““"'i" ( ¥ Ve ] 1 (8)

", A Awy
Lincerlitude sur le champ magnétique orbilal est done
loujours beavcoup plus grande que la valeur du champ
propre ¢t par suite fe magnélomeélee ne nous perict pas de
mesurer le momenl nagnéfique propre de D'éleciron.
Reprenons le meme genre de raisonnement pour Vaction
sur 'éleclrom-aimant d “un chinp magnétique non uniforme,
Soit eneore un éleclron se déplacant le long de 'axe des z;
imaginons un champ magnétique parallele & Naxe des y et

. . ¢t
possédanl un gradienl —- notable,
dy

A Dorigine des eoordonnées, le champ magnélique a la
vadeur B Bn passant pres de Vorigine, Pélectron en mou-
vement subit Ta foree élecirodynamique de Loventz due an
mouvement orbital @ cette foree est sensiblement égale 3 :

.
fo e T TN
o
D'aatre part aimant auguel T'électron est ¢quivalent subit
L Torce idue an momenl magudique prapre)
eh (ol
e = s (%) 10
M bz eNayl, (10}

Mais conume fe tridn d ondes @ amne Yargear Ay el que 'or-
donnée de 'électron est par «uile affecice de cette tncertitude,
on a sur la valear de f, Pincertitude :
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0

oy

d’oll en comparant avec (10):

A 4 m H
EX]

0

Comme les relations (5) et (6) sont encore ici valables,
on a donc :

BA | v /1 Lo 1t
fo > Aw, ! _8__11 CAx |7 L (%)
2y /,

[’action du champ magnétique extéricur non uniforme
sur laimant élecironique est done complétement masquée
par U'incertitude sur la force de Loventz el cette méthode ne
permet pas non plus la mesure du moment magnétique
propre. '

Ces raisonnements qu’on peut d’ailleurs perfectionner )
rendent donce trés vraisemblable 'impossibilité e mesurer
directement le momeni magnélique propre de ’électron.

2. Impossibilité de mesurer le moment de rotation propre.
— On peut étendre, comme I'a en particulier signalé M. Dar-
win, le méme genre de considérations au moment de rotation
propre.

Imaginons par exemple une ouverlure rectangulaire de
ciés Az et Ay percée dans un écran plan.

Sur I'écran, faisons tomber du cd1é ganche un électron
associé & une onde plane monochromatique; le train d’ondes
de U'éleciron & droite de I’écran a pour dimensions latérales
Ar et Ay. Les composantes x ¢t ¥ de la quantité de mouve-

i1 Voir Dawwin . Eramples of the tnreertainly Principle (Proc, of
the Royal Society, A. Yol. 130 [19317. p. 6371 ¢t le rapporl de M. Pauli
au Congres Solvay de 1930 (Gauthier-Yillars, édileur,.
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ment de 'électron aprés le passage de U'éeran sont done affee-
tées des iucertitudes :

[ p.] =

{14)
Or la composante : du moment orbital de P'électron, ¢'est-

¥

Ax

d-tlire du moment de rolation da & son mousvement de trans-
lalion, cst ;

M.—ap,—vyp. (13)
I a done ume valeur comprise enfre 0 e :

AM,=Ar[Ap]--Av|Ap,) {16)
d’ot d'apres (14):

Ar Ay At Ay
AXM, > -L T ) =h." 7 17
L2 h(Ay : A.r_) ! Ardy (D
La Traction qui figure au devnice membre de (177 étant
supéricure & 1, on en déduit o fortior
!
AN, L (18)

Loincerlitude sar In composante = du moment de rotaljion
orbital esl done supéricure auw moement de rolafton propre
et ceei rend illusoire la mesure de celle derniére grandenr.,
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Le méme raisonnement peut s’appliquer aux composanles
r ety du moment de rotation propre,

Ces considérations semblent établir que le moment de
rolation propre de P'électron n’est pas plus mesurable expé-
rimentalement que son mouvement magnélique propre.

3. Théorie plus générale. — On peut ratlacher Jes consi-
dérations qui préctdent & un point de vue plus général
comme Pa mouatré cu paeticulier M. Pauli (). Pour le com-
prendee, nons allons rappeler {rés briévement la méthode
dapproximation dite « méthode de Brillouin-Wentzel ».

En Mécanigue ondulatoire nou-relativiste, e principe de
la méthode de Brillouin-Wentzel (*) consiste & poser :

U
Vo-e (19)
avee :
3 h IS ( hyve
< I y 3 ... e : N IR
RS, _1_27:?S'+ (‘.?.-.:i) S -+ -2-1!'_.) ] (20)

et & déerminer par approximations successives les lermes
8. S qui figneent dans le développement de § suivant
les puissances successives de la quanlité de frés petif mo-
h . .
dule 5o Si dans cc développement on ¢ conlenfe dex
2w

termes d’ordee ziéro, ¢'esl-d-dire de ceux qui subsistent  quand
on fait h==0, on retronve optique géométrique pour les
ondes W et la mécanique classique ponr le corpuseule asso-
cifé car, en ce cas, on peat considérer un groupe d’ondes de
dimensions trés peliles déerivant un des rayons de Ponde et
Vassimiler an corpuscule ponctuel de Vancienne Méeanique :
il ¥ a coincidence entre les ravons de Ponde el Tes (rajee-
loires classiques. Mais i I'on tienf compte des termes or-

h e .
dres 1,2, en ,— dans le développement 200, on voit

2=
(5 fleteeticn Physiea Acta, vol, ¥, fase. I p. 179

(%7 G Lo Bunaewss, Frposés sur fo (héorie des Quande, fase 3,
Ifermann éd.
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apparaitre les particularités qui opposent opligue ondula-
toire 4 loplique géoméirigue, la nouvelle Mécanique A
I'ancienne.

On peut reprendre fa méme méthode o approximation en
théoric de Dirac: ¢’est ce qu’a fait M. Pauli. Ici Von pose:

2xi
. S,
Wo=—e h (k=-1,2,3, 4 (21)
nee o
, . h oy )
S S byl St (G ) S e @2

et 'on déterminera les 8, par approximations successives.
Fn procédant ainsi, il apparait que, =i 'on conserve seule-
menl des leemes dCordre 00 on obtient oplique géomélrique
qui correspond i la Mécanique ondulatoire relativiste sans
spin, ¢'esl-i-dire Ta Mécanique ancienne sous Ta forme Fin-
sleinienne, On peat alors imaginer des trains d ondes exiré-
mement. petils déerivant des rayons-trajecloire qui coinci-
denl avec les lrajecloices préyues par Ian Dynamique Einslei-
nienne de Véleclron. Or la Mécanique Linsteinienne consi-
dere Uéleetron comme un simple corpuseule chargé el ignore
le «spin s, Done & Tapproximation d’ordre zéro, la Méca-
nique de Dirae nous raméne & la dynamique relativiste de
'électron «wsanx spin oy, Ceci ponvait élee préva puisque le
monien) magnétigue propre ol le moment de rotation propre
de I'¢lectron c<ont proportionnels & b et dispavaissent «i 'on
néalige les termes de Tovdre de £

Si, poursuivant Papproximation, on tient compte dans

3

"équation (227 des lermes dCordre 1,2 00 en —ii' on voit
apparailre les teemes qui traduisent Pexistenee du magnd-
lisme et de la rolation propres de P'électron. mais en méme
lemps, comme dans la théorie non relativiste, on <ort du
domaine d’application de Poplique géométrique ot en consé-
quence les concepts de 'ancienne Mécanique ponctuelle
cossent d'3ee exacts,

On comprend maintenanl pourguoi. conformément aux
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conclusions de M. Bohr, unc expérience dans laquelle il cst
possible de lraiter ’électron comme un point matériel ne
peut pas conduire 3 mettre cn évidence le moment magné-
tigue propre ou la rolation propre de 1'électron. 11 serait
en cifel, d’aprés 1'analyse de M. Paali, contradictoire de
supposer que [ancienne Méecanigue ponctuelle est valabie
et que les effets caractéristiques du «spin » peuvent se ma-
nifesier.

4. Polarisation des ondes électroniques. -— S'il parail
impossible de mesurer le moment magnélique d’un électron
considéré comme un corpuscule aiman{é, rien ne s’oppose
a priori & la mise en évidence expérimentale du caractére de
polarisation qu’impose & P'onde W électronique Vexistence
de ce moment magnétique. Gette polarisation des ondes W
differe d'aillenrs notablement de la polarisation classique des
ondes luminenses. Tandis que cette dernigre est définie pour
une onde plane par un vecleur oscillant toujours normal &
la dircetion de propagation, la polarisation de I'onde M° de
Dirac est définie parle vecteur | « densité de moment magné-
ltque » et ce vecteur dans une onde plane est, comme nous
le savons, constant of orienmté n’importe commenl par rap-
port i la direetion de la propagation. Par suite, tandis que
les propridtés d'un faisceau de lumidre polarisée examinées
dans les divers azimuts antour de sa direction de propaga-
tion, présentent lonjours la période = pouar un faiccean
d’ondes ¥ de Dirac la période correspondanic ext 2 =,

Pour melfre en évidence la polarisation des ondes flectro-
niques, on peut songer A employer des dispositifs analogues
a I'appareil de Norremberg en optique. Supposons un faiscean
d’électrons non polarisé, ¢’est--dire un faisceaun dans tequel

les ‘i(‘(‘l(‘llI‘ST relatifs aux divers flectrons sont orientés auo
hasard. Si Von fait se réfléchir ce faiscenu sur un corps cris-
~tallisé, on cancoit par analogie avee Poptique que le faisccav
réfléchi puisse Mre particllement polarisé. Si Von fait tomber
ce faiscean réfléchi sur un deuxidme réflecteur, la deuxitme
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réflexion s'cffectuera avee plus ou moins d'intensité suivant
Pazimut do plan d’incidence, La théorie exacte du phéno-
méne parait assez compliqnée el n’a pas dé encore complé-
tement développée ; nous ne 'aborderons pas ici. Fn gros,
on esl conduit & prévoir un ellet Lrés laible pour les élec-
trons de quelques milliers de volls, effet qui doit croiire
avee 'énergie. Au point <le vue expérimental, le phénomene
ne parait pas avoir ¢ observé avee certilude. M. Rupp a
bien publié des photographies sur lesquelles on voit nette-
maonl une influence de azimut sur la seconde réflexion,
mais ces résullals ne paraissent pas confirmés jusqu’a pré-
scnt par ceux des autres expérimentifenrs. La question reste
ouverie (M.

(*; Les principaux lrasaox Lhéoriques sur la polarisation des élec-
trons sonl ceux de M, Mott (Proe. Roy. Sve., A 124 [1929], p. 425
el AL T35 [1932], . 429y On Wwounvera une bibliographie compldte
dans un ménwire e MM, Thibad, Trillal et v Wieseh 0. Phys,,
VIT, £33 119321, p. 8140,
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CHAPITRE XX

Les états d’énergie négative en théorie de Dirac

1. L’onde plane & énergie négative

OLS allons aborder mainlenant une
des grosses difficultés soulevées par la
Lthéorie de Dirae.

Nous avons preécédemment dtudid ia
forme des Tonetions W, pour une onde
plane monochromatique dans le cas de
Vabsence de champ (voir chapitre XII,

parag. 31, Pour eela, nous avons éerit
Féquadion de Dirae avee potenticls nuls ¢l nous avons essayé
une solulion de la forme ;
w /s fra X - !;" —_p, 2
' ) (D

Nous avons ainsi (rouvé pour les g, ies équalions linéaires

VY ==u, e

et homogénes :
W § . o, .

—- 1, (‘)a, SApLipday popoay, =10
ty © (p.—ipa, - p.a, =10

% tme)
(“» ——1n, (‘) ty——{p.4=dipya, | poa =0 (2)
(o )

-ogela, [(po—ip)a— poag =10
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Pour qu'il y ait unc soiution non nulle, il faut que le
déterminant des équalions (2) soil nul. Ceci nous a donné
la condition :

2

3 : ,
- = mfet A pt - pt 4 pld (3
ce qui est la relation relativisie classique. En posant alors :

W=-Lelmicd b pldpltp? )
nous avouns trouvé fa solation :

p;"\ + (f’.:' + fpy) B r.— (.17:/) A — P:n
_ = d—\\..‘— [RRE  — ; “2 —_— e L. T\.r_.... —_ 2
— 4 e — 4 me
{ [

a,=A; =28 {5)

(llz.;

ol A et B sont des constanies complexes arbilraires.
Mais nous auriony pu aussi satisfaire & la condition (3)
et posanl :

W= — e miet T i pf+ pl {H)
Nous aurions alors trouvé la solulion suivanie :

PGk (pe Fipd D

W ’
mye — —
-

a, =0 a, =1}, ;.=

(IJ_?_. - i!’l/} € — FER b -
! .\\. R (1)
mye —

({_‘ ]

C et D étant deux constantes complexes arbitraires.

Nous allons maintenant modifier légérement les notaiions
que nous venons d’employer. Pour des valeurs donnies de
I P, ¢t p., nous délinirons toujours & lavenir W par la
formule (4} avec le signe - et pour tenir compie de la solu-
tion {7), nous dirons que nous avons 4 considérer & la fois
I'onde d’énergie -+ W et 'onde d’énergie — W. Avec cette
nounvelle convention, il faut dans les équations (7) changer
Wen —W.
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Bref pour une valeur donnée de p,, p, et p,, W étant défini
par la relation (4), nous avons & considérer 'onde plane
monochromatique & énergie posilive W définie par :

2t
—= (Wt — PeX —p, Y Pr. 3

. h
Y, =a, e (8)
avee :
v DA eip) B (p—ip) S —pB
13 '\\r ) b 4 \\’ ’ T
L HLe — = Iyt
a=3>\;, a, =08 {h
et l'onde plane monochromatique & énergic négative — W
définic par :
. 2: !( = Wih=p N —p N p8) (10)
! a= (i, € )

Ave |

A N G
l G W ;
A + m,e

E

| (pe-ipyC—p. D
b, = W
P —+ niye

(11)

Maintenanl, examinons ces deux ondes.

Pour Vonde d» éucrgie posilive, nous savons déjd que les
composantes W, et W7, qui correspondent en quelque sorte
4 la masse propre positive 1., Pemporient sur les ondes
W el W, qui correspondent & la masse propre négative — my;
ces ondes W, et U, nulles si la vitesse est nulle, ne prennent
de I'importance que pour les vitesses suffisamment voisines
de celles de la lumigre. Ce serait sculement dans le cas limite
v=—c que 'on aurait :

| MO A [ [P 1 P [
Autrement dif, on a toujours :
Q= U, 2 U, =0 P — U, P L0 12
1 14 e I S

I'égalité se rapportant au cas limile n==c,
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Pour U'onde a énergic négative, les conclusions sont tout
UVopposé. Les ondes W, et W, sont ici prépondérantes. Si
Udlectron est cn repos, ¢'est-a-dire si p,. p, ct p. sont nuls,
on

REA

K
— 13

T

! 2,0

¥, = e W=De *;W,=",—0. (I3

Pour des vitesses croissanles, les ondes W5 et W, prennent
de Vimportance, imais ce scrait seulement pour te cas limite
v=1c quc U'on aurait Uégalité entre

P, IR et [0, W

Done, on a ici:
Q20 (14)

I’égalité s¢ rapporlant au cas limite v=c¢. [ci, ¢c sont en
quelque sorle les ondes correspondant 4 yne masse propre
négative qui I'emporient.

I’existence d’élats 4 éncrgie négalive dans ta théorie de
Divac constitue une grave difficulté pour cetle théorie parce
qu’un électron gui serait dans un tel élat aurait des pro-
prifiés tout h fait éiranges qui wont jumais été observées.

—

Placé dans un champ électrique fi, il prendrait une accéléra-

tion de sens opposé o la force -—JT; on angmenterail sa
vilesse en lni retirant de 'énergie ; sa vilesse serail en seus
inverse de sa quantité de mouvement (') ete. La.théoric de
Dirac devrait done, scmble-t-il, s’efforcer d’éliminer ces élats
A énergic négalive puisqu'ils ne semblent pas répondre i une
réalité ; mais pour des raisons que nous allons mainienant
signaler, celte élimination ne parait pas facile.

2. Caraciére incomplet du sysiéme des ondes a énergie
positive. — Revenons sur certaines particularités de la Méca-
nique ondulatoire non velativiste.

_—— -
(1) En verlu de la relation v = W qui  exprime 1'égolité de la

vitesse ihu corpuscule el de la vitesse de groupe des ondes assocides
(Cf. frdrad. @ Uétude de tn Mécanigue ondudateire, p. 75).

R ek e
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tn Mécanique ondulatoive nou relativiste, Uéquation de
propagation :
h oW . -
— — =1 '1) )
2= ot { (1)
est du promicr ordre par rapport au temps. La solution de
cette équation est done complélement délerminée si 'on
connait sa fovme inittale Wz, v, z, 0).
Considérons le cas d'absence de champ. [’équation (15)
s'écrit alors :
teimea VW

. A== 37 (16)
( et adinet pour solution I’onde plane monochromatique :
| W e,v,2, ) =u el:" B pex—p, v p 3 (t7
avee {sans ambiguité de =igue):
=" 'p,."’ Zopt Lopg (18)
2ot ot

Supposons (ue nous nous donnions la forme initiale de
la fonction d’ondes :

W (x, ¥, 2z, 0) =¥ {‘ts ¥ 2) (19)

Supposons que F(x, v, z) soit développable en intégrale
de Fourier sous la forme :

F(zr,y,2)

4 e
= [ [ [ a(pepap) e BRIy dy dp, . (20)

—_—n

Les coefficients de ce développement sont caleulables, 3
partir de la fonction F donnée, par la formule :

g {Pes P D)
b *

1
:ix“_}

=i

;. fF (r,y,20e » PeITLIEE D e gy dr. (2

—x
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Je dis alors que la fonclion :

Wiz, y, 2,0

~ -i:“.- 2w
= f ( ( G (Do Py Py @ R IR R g e dp, (22)
. : 'x"

Ceei esl évidenl puisque : 19 W esl solution de 'équation
(16) comme élant une somme de solutions planes monochro-
maliques de celle équation linéaire ; 2° pour t=0 on a hien
W(r. v, z, )=T(a, y, 2).

Nous en concluons le théoréme suivanl @ « Dans la Méca-
nique ondulatoire non relativiste du point matériel tibre,
les ondes planes monochromaliques constituent un systéme
sweomplet », ¢esl-d-dire (u’il est possible de représenter n’im-
porte quelle solulion par une superposition de telles ondes. »

Passons mainicnant & la théorie de Dirae el cherchons & y
1ransposer Tes raisonnements que nous venons de faire. Tei,
nous avons 4 équalions simullanées dn premier ordre entre
les 4 W, Ces 4 {onclions d'onde sont done entidrement déter-
minées si I'on se donne les formes initiales W, (x, v, 2, 0).

Prenons toujours le cas du champ nul et demandons-nous
encore 8'il est possible de représenter n’importe quelle solu-
tion par une superposition d’ondes planes monoechromati-
ques. Une solution quelconque est entidrement définie par
les 4 fonclions :

U (e, v, 2, 0y=F.(x, v, 2) (k=1,2,8,4) (23)

Supposons les F, arbitrairement données ot développables
par le théoréme de Fourier sous la forme :

Fk (1’, ZY, Z)
+ 2 o
= f f [ 0Py P p) 27 0 BeNTET IR D gy ap dp, 24)

les g, étant donnés par :
.qk (p-u pm P:)

2

+ =
2%,{{’ Fofe, v, zye v DX 0 R D gedyds . (25)

I ——

P —
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Cherchons & représenter la solution qui correspond aux
W' inilinux donnés par une superposition d’ondes planes
monochromatiques qui ne contiendrait que des ondes & éner-
gie positive. Pour cela posons :

U, (z, v, 2, )
+ = .
b

3»1 ., /.. L (p.u Py p,.) € 2!;

(Wi—p . x — M, Y=y

Ddp.dp,dp,.

(26)
W élant défini par la relation (4). Ces fonctions (26) don-
neraient bien une solution de 'équation de propagation,
mais pour qu’elles prennent les formes intiales Fo(x, v, z),
il faudrait avoir :

G s Py 12:)= 1l Py Dur P2) (h—1,2,8, 4 (27)

les g, Glanl connus. Mais nous savons que, sur les quatre
el Pas Py P2}, deux seulement peuvent étre choisis arbitrai-
rement ct ceci nous monlre que I'on ne peut pasx en général
salisfaire aux conditions (27). Les ondes planes monochro-
matiques a énergic positive ne forment donce pas un systéme
complet pour I'électron de Dirac en 'absence de champ.
Au contraire, en considérani, & cdté des ondes planes &
éncrgic positive, aussi les ondes planes & énergic négative,
nous obtenons un systéme complet. En effet, si nous posons:

u"k ("Fa Y,z r) =

2z
——(Wi—p  x R P TR

+ =
)
f f f ”l« (p.ﬂ py’ p.:) e " (”J.i‘ dp_v dp:
—= (28)
::".".:_f( SWE N — Py Y=,

+ =
- . =)
o f by (pos P pre " o dp.dp,dp,

W étanl foujours défing par (4), nous aurons une solution
des équalions de propagation puisque celles-ei sont linéaives
et pour que les W', initiaux coineident avee les Fuiz, y, 2t
données, nous aurons & éerire Ia condilion :

fly (p./'a P P;) l bl: (px) Dos P:) = I {pm Pus !’:): (k = )2’3, 1}'
(29)
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Or, 3 la différence des conditions (27), les conditions (29}
sout compalibles car, sur les 8 ¢, et b, qui vorrespondent i
un ensemble p,p, p., il ¥ en a 4 d’arbitraires,

Si nous éerivons explicitement les conditions (29), nous
ohlenons pour chague ensemble p, p,, p,, les conditions :

. ip)A —p. B
— i_'*f')' P A C=g.Apa P P s

W
R L T
) — i ’-/)A e )3 ” !
_w _,“{.., . D =g p,pd)
- - e
¢ (30}
1.6 — 1, - [ !,,) n
P 1;\9 R R N =g (pa )
— -

Ape — ipd i p D
\{—\— ~+ e

_TI’ l; - ql ([’.-" [’5; [’2)'

Si l'on éludie le sysléme (30) en tenant comple des rela-
tions d’Heisenberg, on voit que, dans les cas les plus favo-
rables, il est possible de représenter un train d'ondes U7 par
une superposition d’ondes & énergic positive mais seulement
si les dimensions dn train (’ondes sont sensiblement supé-
rienres i E::,c . Par contre, si les dimensions du train d'ondrs
sonl inféricures h , 31 est en général font i fall impos-

m,e
sible de le représenler par une superposition d’ondes planes
sans faire appel & des ondes & énergie négative.

D’une facon générale, il est done impossible en thforie de
Dirae de représenter un frain d’ondes guelconque sans faire
intervenir les ondes & énergic négative el cetle impossibilité
nous proove combien il esl difficile d’arriver & éliminer cex
ondes,

3. Le paradoxe de Klein. — Au premier abord, on pour-
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rait croire que la difficulié des énergies négatives existe méine
en Relativité classique. En effet, dans la Relativité classique,
I"énergie est définie en fonclion de la quantilé de mouve-
menl dans le cas de 'absence de champ par la relation (3),
relation ¢ui donne pour W les deux valeurs :

W el mt e pt 1 pt A pt (31)

Mais il fant remarquer que, d’aprés (31), les valeurs pos-
sibles de W osont comprises dans deux domaines séparés de
o d - mo et de — n e & — oo, Lintervalle de - my ¢*
* ne correspond ¥ aucune valeur possible de 1'éner-
gie. Or en Dynamique ancienne, méme relaliviste, les gran-
deurs mécaniques et en particulier Péncergie varient en prin-
cipe d'une fugon continue. 81 donc a Vorigine les élecirons
avaienl leurs énergics comprises dans le domaine positif
m, ¢*—> o0, il cn sera loujours de méme par la suite et
aucunc valeur de I'énergie comprise dans le domaine négalif
—mec’—>- .00 ne pourra apparailre puisque les deux

N—tr

domaines sont séparés par Uintervalle - m, o' ——m, ¢*
que les valeurs de 'énergie ne peuvend pas traverser, L’ob-
jeetion firée de Vexislence des énergies négatives se lronve
ainsi deartée en Dynamique EKinsteinienne.

I n’en est pas de méme en Mécanique nouvelle car celle-
¢i admet en principe la possibilité des {fransilions brusques
entre ¢lats dont Pénergie differe d’une quantité finie, ce qui
empéche d’éearler a priori le passage du domaine des éncr-
ries positives 4 celui des énergies négatives. El, qui plus
esl, Hl esl facile d’'imaginer des exemples simples ot des
(ransilions de ce genre se lrouvent réalisées.

M. 0. Klein a le premicr (") signalé un excmple de tran-
sition qui, sans 8tre & proprement parler un passage d'un
&at d'énergic posilive & un éat d'énergic négative, lui est
cependant équivalente.

M. Klcin considére une surface plane § qui sépare une

(1Y Zeitsehrift fitr Physik, 53 (19291, p. 157.
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région I ol les potenticts sonl nuls d’une région 1 ol régne
un polentiel scalaire ¥V constant el négatif de sorle que dans
Ja. région Il un électron a wune énergic potentielle
U=—e¥ > Sur la surface de séparation, tombe norma-
lement venaut de la région ! une onde élecironique de Dirac;
cetle onde est supposte monochromatique plane et corres-
pondant & V'énergie positive W, 1l s’agit de calculer les ondes
réfléchies et transmises par la surface de séparation. On
monire que pour faire ce calcul, il faut d’abord exprimer
qu'il ¥ a continuilé de chacun des 4 W', aun travers de la sur-
face de séparation, ¢’est-d-dire Gerive Jes 4 équations ;

Yoo ineident 4+ U7, eéfléehi =T, transinis (32)

Naiorellemcent les ondes réfléchies et ransmises correspon-
dent 2 Ia méme éncrgic que 'onde inctdente : le phénomeéne
est conservalid,

Ceei posé, M. Klein démontre les résultats suivants que je
me contente d'énoncer sans démonstration. Pour (0 <7 U <
W—m, ¢’ il v a & la fois réflexion et transinission, Uonde
iransmise avant comme 1'onde réfléchie les caractdres nor-
manx d’'une onde & énergie posilive,

Pour W—meef <U<TW4-m,c*, il v a alors réflexion
totnle avee onde évanescenle dans e cocond mtlicun, Pour
V> W 4-m, ¢*, on trouve & nonveau une onde Iransmise &
travers In surface, nais, et ¢’est 12 le résultat fondamental,
celle onde est nne socte d'ande & fnergie négative ; évidem-
ment elle correspond d Vénergie totale W qui est positive
mais o0& gu'on pourrail appeler « 'énergic de nature non
patentiellr » de 1'électron dans Ia région 11, ¢ esl-i-dive la quan-
tité W —1J, est négative et inféricure & — m, ¢” alors que dans
la Dynamique Einsleinienne classique eette quantité est ton-
jours supéricure & mo ¢’ L'onde irmnsmise dans le milieu 11
oi réane le potentiel seatatre ¥ est Vanalogue d'une onde 2
Cnergie négative en Vahsence de potentiel et posséde les
mémes  propriétés paradoxales. L'existence de cette onde
transmise doit étre interprétée en disant qu’it ¥y a une cor-
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taine probabilité pour qu’un électron incident pénétre dans
la région II en passant dans cet état étrange.

D'aprés Klein, ceite probabilité peut méme étre notable.
Il semble bicn que V'on ne puisse considérer le résultat du
calcul comme physiquement exact et ¢’est 14 le paradoxe de
Klein.

Il est vrai que le cas considéré par M. Klein est extréme-
ment schématique. D’autres auteurs ont envisagé d’autres
exemples un pen moins artificiels, Le résultat général de ces
recherches parait étre le suivant : chaque fois que l'énergie
potenticlle de 1'électron doit subir une varialion d’au moins
my, ¢* sur une distance inférieurc & I%'J—P , il y a possibilité

v
d’apparition des étals d’énergie négative. Ce résultat’ con-
duit & penser que si P'on pouvait s’interdire de considérer des
distances spaliales inféricure a ,Fh;, on parviendrait peut-
Lt
étre 4 éliminer les ondes & énergie négative. Ceci doit ftre
rapproché de ce qui a été dit & la lin du paragraphe précé-
dent au sujel de la représentation des irains d’ondes.

4. Remarques et conclusions. —— Les élats d'énergie néga-
ltve interviennent encore d’une fagon curicuse dans la théo-
riec de In diffusion de la lamicre par DUéleciron de Dirac.
Nous ne développerons pas celle théorie en renvoyant le lec-
feur A d’autres exposés (). Yous en noterons seulement le
résnltat : Vélectron de Dirac ne pourrait pas diffuser la
lumiére s’il n'était pas susceptible d’élats d’énergie négative.
Comme il est nécessaire d’admetire que les électrons diffusent
la lumidre pour expliquer les phénomeénes de diffusion par
les corps malériels, ceci montre encore combien il est dif-
ficile d’alfranchir la théorie de Dirac de cette apparenie im-

(1Y Voir notamment le remarquable exposé de L. Ermyn @ Quan-
tum theory of radiation (Reviews of Modern Physies, vol. 4 [1932],
p. 1200,
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perfection qu’est 1’existence des états d’énergie négative.
Diverses tentalives ont éié faites néanmoins pour ticher de
tourner Ia difficulté : nous en dirons seulement quelques
mots.

M. Schrodinger a proposé une modification irés ingénicuse
des équations générales de Dirac qui ferait disparaitre les
états d’énergie négalive (). Mais outre que cette modification
parait difficilement compatible avec Uexistence de la diffu-
sion de la lumiére par les électrong, elle a un caractére assez
netlement arlificiel.

M. Dirac, au lien de vouloir supprimer les ¢tats d'énergie
négalive, a au contraire cherché 3 les interpréter (%), W a
pour cela supposé que ces états existent réellcment et que
dans loute partic de Vespace se irouverait un nombre infini
’électrons oceupant tous ces flals d’énergie négative, élec-
trons qui scraient inobservables. Quelques-uns de ces élec-
trons guitieraient de temaps 3 autre leur &tat habituel d’éner-
mie négalive pour prendre un état d'éncrgie positive et ceux-
[a seraient les électrons observables. Le « trou » laissé dans les
états h éncrgic négative par lo départ d’un électron serait ce
que nous appetons un proton. Le retour de Vélectron évadé
dans un élat d'fnergie négative constituerait la disparition
simultanée d’un élcetron et d'un proton, disparition qui doit
s'accompagner d’une émission de radiation. Malheureuse-
ment ces séduisantes hypoth&ses se sont heurtées 3 toutes
sorles d’objections et ne semblent pas pouvoir &tre con-
servées ('),

La résumé, les états d'énergie négative de 1'éleciron
jouent un role trés important dans la structure méme de la
théorie de Dirac et cependant ils ne se manifestent pas dans
la réalité. Il semble que, pour l'instant, on ne puisse que
constater la difficullé sans la résoudre.

(Y} ¥oir notamment Annales de Ulnstital MHenri Peincaré, 1. 11,
p. 269

i%) Ibidem, t. I, p. 357,

") La théorie des trous de Dirac connait er ce moment un relour
de favear par suile de la découverte expérimentale de Ufleciron posilif,



CHAPITRE XXI

Le tremblement de Schrddinger

1. Le mouvement du centre de gravité de la probabilité.

OUS éviterons dans ce chapitre d’in-
troduire explicitemeni un opérateur
correspondant i la « vilesse » de 1’élec-
tron. La vitesse d’un corpuseule est une
nofion dont on doit user prudemment
dans 1a nowvelle Mécanique comme 1'a
remarqué M. Bohe. Elle n’est bien
bien définie que dansg cerlains eas el il
ne parail pas juslifié de la considérer comme une grandeur
phiysique observable.

Au confraire, il est toujours permis d’envisager la posi-
lion moyenne du corpuscule ou centre de gravité de la pro-
babilité et d’éludier son mouvement. Ce point est en effet
défini en théorie de Dirac par ses coordonndées :

1=
x == f‘ /’. { .z’_ldﬁ W W, de ‘_VF: f [1 fyiaﬁ Ve W, de:
S s s ]

1

- [7 [z 2 W0, de (1)
JJJ"4

La vitesse du point de coordonnées z, y, z est, elle, une
quantité parfailement déterminée.
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Soil (W, ¥, W, ¥,) la solution de ’équation de Dirac qui
représente 1'onde associte au mouvement d’un certain élec-
iron. Nous pouvons, nous le savons, développer chaque U,
en série de fonctions propres sous la forme ;

V=Y e W (2)
n

les ¢, étant des constantes complexes, En substituant dans

(I).ona:
1 '
2= Y et e, [ Y (2 ) d (3)

[P « Bt

en remplagant par un seul signe de sommation les intégrales
triples des formules (1). En désignant par z,, I'élément d’in.
dices m, n de la matrice correspondant 3 Vopérateur z, la
formule {3) s’écrit simplement :

2= Y, e, ()

L

Or, en verta de la formule {25) du chapitre XV, on a:

4
A& [S‘k (u'*,,,,,, 3}:_’ (« TT— H 2) lrh_,,ld: (5)

dt 0 e
on I est 1'opérateur Hamiltonien de Dirac :

H=—[eV+cla, P+ 00+ aP, Lame)] 6

On trouve aisément :
2—;:—‘(::‘[{—-]19:): e, (.z: . 2 ___i . x):: —co, (7

ct par suite :

4
dxmﬂ { W we ) _
dt :=‘ BZ&{ P o f— e x) Wil d- (3)
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De (4), on obtient donc :

= /‘42" Ec"'* U (—c 11)20, ll',“,j dr
« D 1 £

n
4

= '/‘Zk Wy (—eca)Wods (9)

J L

On trouverait naturellement de méme ;

di_[" ey Woedns B ["1 \ e v, ds
a—v”z‘ llr/; (_('1?} l’&(lu, ‘—‘i—- . 2‘}; lk (—Cflg)lk'dn
(10)

Nous avons trouvé précédemment (formules [7] du
chap. XII) les expressions suivantes pour les composanles
du courant de¢ probabilité :

.
pu,=—c¢ de Y+ U dr. (11)
1
On a donc, par comparaison avec (9):

dr [ -

: a=— /¢ w,dr=u, (12)
et de méme ;

([3; - dx  — o
a i, Jt'--—f,. (13)

La vitesse du centre de gravité de la probabilité est donc
égale 3 la valeur moyenne de la vitesse de la probabilité,
résultat qu’on aurait pu prévoir a priori.

On interpréte souvent les formules (9) et (10) en disant
que les opératcurs ~— cu,, — co, et — cas sont les opérateurs
correspondant aux trois composantes de la vitesse de 1'élec-
tron. Comme ces opéraleurs n'ont pour valeurs propres que
-+c et —¢, on est amené A dire d’aprés les principes géné-
raux de la nouvelle Mécanique que les seules valeurs pos-
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sibles des composantes de la vitesse sont -+ ¢ et —¢, résul-
tat assez difficile & comprendre. Nous préférons, cominc nous
I'avons dit, nous abstenir de faire correspondre des opéra-
teurs A la « vitesse » d'un corpuscule.

2. Le théoréme d’Ehrenfest n’est plus exact en théorie de
Dirac. — En Mécanique ondulatoire non relativiste, nous
avons démontré le théoréme d’Ehrenfest qui s’exprime par
les formules :

] y v, .
m‘;—tz =f; m cﬁt” fo; m %;:;‘,. (13)
Appliqué au cas de I'absence de champ, ce théoréme nous
conduit au résultal suivant: « En I'absence de champ, le
mouvement du cenire de gravité de la probabilité est recti-
ligne et uniforme. » Ceci est en quelque sorte la transpo-
sition en Mécanique ondulatoire du principe de 1'inertie,
En théorie de Dirac, les résultats précédents ne sont plus
exacts en général. En effet, partons de la formule (8) et
appliquons encore la formule (23) du chapitre XV; nous
obtenons :

ELuy _ f e 2T e Ty - e
(l[? '_L N lEk LA —h_ €% i kn -
{I4)
et par suile d’aprés (4):

4
al = > 2‘1_
:ZC"‘C"./I:Z*]‘I — (—11,!{-{-—11(2) l,‘.,] -dr.

(15)

Or 2, ne commute pas avec H puisqu’il anticommute avec

%z, % ¢t 2.. On a donc en général
a* d'y d'z

0, etde méme: — £0; —— #0. 16

= 7~ et de méme: - £ 0 (“,7é (16)

Le mouvement du centre de gravité de la probabilité en

T'absence de champ n’est pas en général rectiligne et uni-

forme.



LE TREMBLEMENT DE SCHRODINGER 295

Nous allons maintenant examiner de prés la raison qui
empéche ce mouvement du centre de gravité d’'éire recti-
ligne et uniforme et nous allons voir qu’elle est reliée & 1'exis-
tence des élats d’énergie négalive. Nous obticndrons ainsi
sous une forme différente des résultats obtenus par M. Schri-
dinger (%).

3. Le tremblement de Schrodinger. — Pour bien com-
prendre pourquoi le centre de gravité de la probabilité n’a

pas en général, méme en 1'absence de champ, un mouve-

ment rectiligne et uniforme dans la Mécanique de Dirac,
nous allons soumettre & une analyse détaillée I'expression :

5‘3 [Z W * (=0 a) W, de (7
Nous savons que lon peut toujours écrire ;

L
=i (Wt X—p, ¥—p 3]

(18)
[\\: pL.x—p, ¥ —p, 3| '
+ bh ([’,c Pp. e N dln“’ dp!" dp‘

+w
Ve, y, 2, 0) :J f[ [m (P.pyp) @

avece |

W=+Vm:-}pt4pi+pt. (19)

Les huit a.(p.p, p:) et b.(p.p, p.) peuvent se calculer &
partir de 4 d’entre eux qui sont arbitraires par des formules
ffue nous cOnnaissons,

Appelons maintenant « espace des moments » I’espace cons-
litué en prenant comme coordonnées rectangulaires les
grandeurs p, p, p, el divisons cet espace en cellules o aussi
petites que nous voulons. Les quantités :

~ 2ci
A (0')5':' ’ ’ {. e T(n" Xtp, ybp, 2) dPe dpy dpx (20)

sont (A une constante de normalisation prés) les « différen-

(1) Annales de U'Institut H. Poincaré, loe. cit.
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ticlles propres» du specire conlinu des ondes monochro-
matigues planes (') et nous pouvons écrire :

..v(

b
Wy (2, 3020 t) = Dy [m (Pepp)e i

— W t

3
1

- ba (P2 Py P2 e~ WA (1)

p. p, p. élant les coordonnées du centre de I’élément ¢ dans
1'espace des moments et ¥ désignant la sommation sur toutes

les cellules o de cet éspace.
Ceci élant, nous pouvons écrire (17) sous la forme :

[
Et - ZS‘ Zk 3 (p p w DY s) € h wi ‘%_ b* (p’x pry p’x)

2t

e & W’l o {m(ﬂ popde Y L by (pep, pyei !

. / A*(sHA(s)d~ (22)
<y

le domaine étant naturellement ici l'espace tout entier. Les

différentielles propres étant orihogonales el pouvant étre
supposées normées, nous avons () :

dz RS W
—_— = T k l“k (p.r Py P;) € #
ZaI))

2=i
+bilpep,p)c R

Ani
.[m(p;pvp)e Y b (popy Py e T““] (23)

ou encore ;.

5 |

a.i‘l

('20'2 [an* 2 @, -+ b\* oy Byl

._cz<

L2

JO

*ah alb,‘e_TWi-—‘—E bh a-\ahe ':-_ ’) (24)

BN

—

(") ¥oir la définition des différentielles propres au chapitre ¥,
paragr. 4,
{?) Nous désignons ic¢i par o le volume de Ia cellule ¢.
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Il s’agit maintcnant de transformer cette expression. Nous
avons d’aprés les formules du chapitre précédent :

a, —: P A + (P.z - f pyw C o, — — (p.lr - i py) A— px_B .
] — = - ) 2 rFo T S H
\—V-|~-m ¢ “:‘|‘m c
¢ ¢ c 0

G =A; a,=DB (25)
d'ou:
4

—¢ ;.“’*‘ o oty = — e (T a, = a4t ay - wt a, + ar ay)
1

o g AAT BB"
— 2 Yy
=21y + o ¢ (26)

Mais on a aussi:

5 — (AA* |V]}|;t { P +pv _T—p)
R

AA* 4 BB*

=W Tme @)
d’oli par comparaison avec (26):
S ), OF
— Zk o, = I_{\-" L Sy (28)
1 1

On trouverait de¢ méme en utilisant Pexpression des b, :

1
3

S R —— Lot 2‘ b,* by (29)
[}

D'autre part, les deux derniers termes de 1'expression (24)
sont complexes conjugués (i cause de ’hermiticité de «)
et peuvent s’écrire :

027 A, cos (ihr Wi ‘?1) (30)

A, et ¢, variant naturellement d'une cellule ¢ & une autre,
¢’est-a-dire étant fonctions de p, p, p..

Finalement par {28), (29) et {30), nous pouvons écrire
(24) sous la forme:
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_ | .
dz o _c P R
dt - G”W Zk“/‘* “.k'—’—! bh* bk
1 1

-J—Zs-t:.ﬁult'()t-z(*'t W !—[—o) 31)

Or, d’aprés les formules de la Dynamique relativiste, la

L 0P .
quantité \{"‘ est la composante z de la vitesse correspon-

dant 4 la quantité¢ de mouvement p, et & Vénergie --W. De

z
. c .
méme, on peut considérer — \f:"“ comme la composante z

de vitesse correspondant 3 la quantité de mouvement et &
'énergie négative —'W. Le premier terme dans V’expres-

sion (31) de dT“:_ est donc une sorte de valeur moyenne de
f

la composante de vitesse v, correspondant & la composition
specirale (18) de 'onde W, Pmons donc :

Uy = E p__(h st (a* a, — b,* by) (32)

v, est naturellement indépendante du temps. Nous avons
donc :

d.l: +ZJT(‘ A, cos (—— “f{—w) (33)

d’ol par intégration :

7= C" 4 v, +2 w" sin (%‘ Wi+ ?n) (34)
Posons ¢
E=CC o, t (35)
Il vient

9 \W
2. _):l .z+.«?,1 (36)

8

- he .
=z-+ Za’t—(“_TA\]: sin

On trouverait de méme :

= he A, . [ _2W
y__n—|—Zc4Wsm © ——t+w, ;

- he A, . 2W
z—{—’—Zcimmll [2 i —’*t-‘i—?al . (37)



ILE TREMBLEMENT DE SCHRODINGER 299

avec les définitions :

1
n=v, i+ C0 5 T, Z B L(m*m-—bn*bo
(38)

p c”

B
. _ 1
(=t e 5 n =2 Y@ a— b by
1

Le point de coordonndes 3, %, I se déplace d’un moune-
ment rectiligne et uniforme, mais le centre de gravité de la
probabilité exéente autour de ce point une série d'oscilla-

tions de fréquences 2 ?\zv (’est le « tremblement de Schrédin-
ger ». Les amplitudes de ces oscillations sont d’zilleurs en
génbral faibles car elles sont proportionnelles au facteur _he

4m\W
1

. ] 1 . h
qui est toujours plus petil que lim ol PNE e

; or la quan-

tité }?i}—c souvent appelée «longueur d’onde de Compton »
0
est trés petite (2,4.107" cm.).

[.’analyse précédentle montre trés netiement 1'origine du
tremblement de Schrodinger. Il est did au batternent des
ondes a énergic posilive W avec les ondes i énergies négatives
— W correspondantes. La fréquence du battement est comme
3 Vordinaire la différence de fréquence des ondes battantes,

L. 2 W
solt 1¢1 TR

Pour un train d’ondes dans la décomposilion spectrale
duquel ne figure aucune onde 4 énergie négative, il n'y a
pas de tremblement de Schrédinger et le théoréme d’Ehren-
fest est valable. Mais nous savons que dans le cas général,
pour représenter un train d’ondes, il faut faire appel aux
ondes d’'énergie négative. Voild pourquoi le théoréme n’est
pas en général valable dans la théorie de Dirac.

Le tremblement de Schridinger ct 1a non-validité du théo-
réme d’Ehrenfest sont donc liés 3 I'existence des états d’éner-
gie négative et disparaltraient avec eux si on pouvait les
éliminer.



CHAPFIRLE NXII
Quelques remarques sur la Relativité et la nouvelle Mécanique

1. L’absence de symétrie entre espace et temps
en nouvelle Mécanique

OUS avons vu que la Lhéorie de Dirac
est sous cerlains aspecls conforme au
principe de Relativité. On peut, cn effet,
conserver & ses équations fondamcen-
lales une forme qui est invariante pour
unc transformation e Lorentz: on
peut former A l'aide de ses 4 W des
grandeurs qui ont un caraclére ten-

soricl dans Uespace-lemps. Ndapmoins on ne peut guére pré-
lendre que la théorie de Dirac, dans son élat actuel, soit
compldlement en accord avec les conceptions de la Relati-
vité, méme sous sa forme restreinte. Une des idées dirce-
trices de la théoric de Relativité parait étre, en cffet, de
tonjours faire intervenir d'une facon svmétrique les coor-
données d'espace et de temps. Or, en théorie de Dirac, celte
intervention symétrique des variahles rv2f n’est pas réalisée
car on y admet les principes généraux de la nouvelle Méca-
nique, principes généraux qui, o moins cous leur forme
présenie, donne a la variable «iempsy» un roéle lout 4 fait
particulier, Nous devons insister sur ce point.

D’abord la nouvelle Mécanique fait correspondre A toute
grandeur physique observable un opérateur hermitique. Or
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I’hermiticité d’un opérateur est définie dans un domaine
d’espace et cela suffit déja pour que la définition méme des
opérateurs employés par la nouvelle Mécanique ne soit pas
relativiste. Le lemps ne peat figurer dans ces opéraieurs qu’a

n

titre de paramétre et les dérivées 37 e peuvent jamais

y figurer.

Ayant défini les opérateurs qui correspondeni aux gran-
deurs observables, la nouvelle Mécanique admet que les
valeurs possibles d'une de ces grandcurs sont données par
tes valenrs propres de son opérateur. Mais les valeurs propres
¢t les fonctions propres d’un opérateur sont & leur tour défi-
nies dans un domaine D de D'espace. La variable «tempsw
ne joue aucun role dans le calcul des valeurs et fonctions
propres d’un opérateur hermitique; quand clle y figure,
¢’est simplement 3 titre de paraméire. Les valeurs possibles
d’une grandeur observable A étant ainsi calculées, la nou-
velle Mécanique admet gque los probabilités respectives des
diverses valeurs possibles de celle grandeur sont données
par le carré des modules du coefficient de chaque fonction
propre dans le développement de la fonction d’ondes W
suivant ccs fonctions propres.

Dans le cas général ('), ces probabilités dépendent du
parameéire { el c’est précisément pour cela qu’en général I’état
du sysléme évoluc,

Bref. la nouvelle Mécanique considére jusqu’d présemt le
temps comme jonant un rdle tout différent de celui des
coordonnées d’espace. La théorie de Dirac qui admet les
principes généraux de la nouvelle Mécanique, ne peut done
pas étre récllement « relativiste ». Ceci se voit aisément par
exemple quand on étudie les valeurs moyennes des grandeurs
en Mécanique de Dirac. Les densités de valeur moyenne sont
définies dans Pespace et pour passer de la densité A la valeur
moyenne elle-méme, il faut faire une intégration dans 1'es-

—_———

(1 C'est-A-dire quand A n’est pas inlégrale premidre

Er
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pace, opération qui n’est pas rclativistiquement invariante.
On peul ainsi expliquer certaines particularités trés visibles
sur le tableau des valeurs moyennes qui se trouve a la fin
de la dcuxigme partie de ce livre, comme, par excmple,
Uintervention Lrés dissymétrique de Vopérateur a,.

2. La quatriéme relation d’incertitude. — Nous allons
signaler encore une question qui est cn relation avec le réle
particulier joué par le temps en Mécanique ondulataire,

Les relations d’incerlitude d’'Ieisenberg sont les suivantes

Ap, - Ar > hy Ap,-Ay>h: Ap, - Az >N (1)

Au point de vue mathémalique, elles dérivent du fait que
la Mécanique ondulatoire fait correspondre (A une constante
prés) aux grandeurs classiques p, p, p. les dérivées par rap-
port aux variables conjuguées z, y,z respectivement.

Au poinl de vue physique, les relations (1) doivent s’inter-
préter en disant: & un instant donné, le produit de I'incer-
titude sor une des coordonnées ('un corpuscule par I’incer-
titude sur la composante conjuguée de gnantité de mouve-
ment est loujours au moins de Lordre de £,

La symétric relativiste enire espace cl temps exigerait que
les trois relations (1) soient complétées par la quatriéme
relation :

AW At > h (2)

puisque U'énergie W est la composanie de lemps d’un quadri-
vecteur « Impulsion d'Univers » dont p,, p,, p. sont les com-
posantes d’espace.

Mais, dans D’état actuel de la nouvelle Mécanique, cette
quatrieme celation d'incertitude ne peut pas du tout {tre
interprélée de méme que les Irois premiéres car, d’une part,
le temps ¢ doil étre considéré comme un parameélre ayant
unc valeur bien déterminée sans aucune inceriilude et,
d’autre part, la grandeur « énergie W» correspond 2 Popé-
rateur Hamiltonien ¢t non pas & Yopérateur 2%1, % qui
ne peut pas dlre considéré comme hermitique au sens propre
du mot,.
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(I est néanmoins possible de donner un sens i I'égalité (2).
Ln effet, il est bien connu gue si I’on observe le passage d’une
onde ¢n un point fixe de D’espace pendant un temps fini
quelconque At, on ne peut affirmer que cette onde posséde la
fréquence v qu’avec une incertitude :

A (3)
Y

Pour une onde U en tenanl compte de Ia relation W == hy,

an peut éerire 'inégalité (3) sous la forme ;

AW > o, .
AW A7 (1)

On apergoit alors le sens de la relation (2). Elle exprime
<pu'unc expérience ou observation faite en un peint tixe pen-
dant une durée AL, ne peut pas faire connaitre 1’énergic d'un
corpuscule avec unc incerlitude moindre que dilt-.

La quatvieme relalion d’incertitude a done un sens, mais
un sens irég différent de celui des trois premigres. Clest Ia
un nouvel aspect de la dissymétrie entre cspace et temps
en Mécanique ondulatoire.

3. Pourrait-on dans la nouvelle Mécanique rétablir Ia symé-.
trie entre espace et temps? — DPour rétablir la symétrie
entre T'espace ct le temps dans la nouvelle Mécanique, il fau-
drait essayer de modifier dans ce sens 1'énoncé des principes
généraux.. Sans aflirmer que cela soit impossible, nous allons
montrer qu’il y a & cela de grandes difficullés.

La premidve chose i faire sevait de définir Vhermiticitd des
opérateurs dans espace-temps au lieu de la définit dans
Yespace. Soit par exemple un opéraleur A pouvant opérer
la fois sur les variables de lemps ol d'crpace (et anssi éven-
tucllement sur la variable de spin ). On aurait alors A
définir Uhermilicité par la condition :

(ﬁ("{‘{' fFole,y,, 0N gle, v, 2, Odedy dz dl

n

= [ /ﬂ /» [_q (£, %, 2, H A* * (J:,'y, 2, 1) de dy dz dL. ()

L}l
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D élant un domnaine d’egpace-temps, pour [électron libre
'espace-lemps lout entier.

Eventuellement, il y aurait lien d'ajouler dans la condi-
tion () une sommadion sur la variable 2,

Les valeurs propres et les foactions propres de Uopéra.

teur A seraienl alors définies par I'équation :

Afe (e, v, 2. )] =0 (e, ¥, 2, 1) (6)
<, fant finie, uniforme, continue et nulle anx limites du
domaine ) espace-lemps. La fonction d’onde Wiz, ¥, 2, t)
se (évelopperail sous la forme :

~
U (G, v, 2, f)“':“(‘ % (e, %2, 1) (7)

et 1'on ponrrait transposer I'énouncé habituel des principes
génbraux en dizant 1 «une mesare de la groandenr physique
correspondant & Uopérateur A ne peut donncr ¢u’une des
valeurs g, ¢1 1a probabilité de la valeur x, cst égale & e, " ».
De B résulterait que la valear movenne de la grandeur A
serail

K= [ | [W* A draydzat. ®)

Malheurcusement, il ¥ a & toul eela une objection grave.
Les quantilés «; et e, seradent, d’apris leurs nouvelles défini-
tions. indépendantes du temps et naturellement il en serail

de méme pour A. Nous obtiendrions ainsi une Physique
slatique d’ot 1oute évolution dans le temps serait bannie.
LUn aspeet différent de la difficulté est le suivant. Quand,
avec les principes actuels de la nouvelle Mécanique, nous
« quantifions » nn systéme, un atome dhvdvogdne par exem-
ple, nous isolons par la pensée ce systéme du reste de uni-
vers, Rigourensement parlant, ceed n’est pas permis @ pour
déterminer te W, il faudrait en principe tenir comple non
seculement du champ de force créé par le novau, mais de
tous les champs de foree existant dans 'univers entier. Fort
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heurcusement, 'influence des champs de force extéricurs &
I'atome sur la forme des ondes U slationnaires dans 'atome
est tout & fait négligeable parce que ces ondes U tendent Lrés
rapidement vers zéro quand on g'¢loigne du  domaiue
atomique. En principe, la délermination des ondes slation-
naires, des fonctions propres, exige [a considération de 1'es-
pace enlier of de toul ¢e qui ¥ est conlenu, mais en pratique
la structure du monde matéricl se préte 4 ce que nous ¥
découpions des svstémes suffisamment indépendants du veste
du monde matériel pour que nous puissions les considérer
isalément. Mais si nous vounlons définir les fonetions propres
dans Pespace-temps, il n'en sera plus de méme car il ne
parail pas possible de découper Vexistenece d'un individu
physique tel qu’un alome en seelions indépenduantes les unes
des autres. Considérons un atome d'hydrogéne, Au cours de
son histoire, il subira des actions diverses, sera par exemple
le sigge d'effets Stark ou d'effels Zeeman, Si nous voulons
définir les fonctions et les valeurs propres dans espace-
temps, nous {rouverons que les élals stalionnaires e cet
atome seromt invariables el sevonl déterminés par Uensemble
de toutes les actions qu’il subit pendant tout le cours du
temps. Ceei ne paralt guére acceplable,

IEn réalité, méme dans la théorie de Relativité sous sa
forme aujourd'hui classique, les variables de femps el d’es-
pace sont loin d'élre équivalentes. La vartable « lempsn ¥
varie foujours dans le méme sens et Jes lignes d'Univers de
tous les objets matériels sont des lignes ayvant un sens positif,
sens positif qui fait toujours un angle de moins de 45 avec
I'axe ct. Autrement dit, Vespace-terups posséde une « pola-
rité » essenlielle,

Dans la conception relativiste, un observaleur A considére
comme simultanés et correspondant i une méme valeur de
son temps propre les points d'Univers qui sunt contenus
dans une certaine section 3 trois dimensions de Vespace-
temps ; c’esl parce que cette seclion coupe loutes les lignes
&' Univers que Vobservateur A peut découper dans son espace
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des unifés presque indépendantes. Mais dans le sens des lignes
d’Univers, un tel découpement serait impossible. H y a unc
sorte de siructure fibreuse de espace-lemps dans le sens du
temps ; c’est celle slruclure fibreuse qui nous géne ici et
nous voyons que la difficulté a sa racine dans la Relativité
classique clle-méme.

4. Forme plus restrictive des relations d’incertitude (Bohr,
Landau et Peierls) — La relation AW . At>h conduit,
si 'on introduit I'idée relativiste qu’aucune action ne peut
se propager avec une vitesse supérieure a ¢, 4 énoncer de
nouvetles relations d’incertitude ; ces nouvelles relations qui
ne sont pas contenues dans les principes généraux de la nou-
velle Mécanique sous sa forme non-relativiste, viennenl
s'ajouter & celles d'Heisenberg et augmenter les incertitudes
qui en résulient.

Sans entrer dans le détail des raisonnements qui con-
duisent 2 ces nouvelles incertitudes, nous allons cependant
chercher & en montrer 'origine. Plagons-nous dans le cas
de I’absence de champ. En Mécanique ondulatoire relativiste,
les 4 parameélres W, p,, p,, p. qui figurent dans la phase
d’unc onde plane monochromatique sont reliés par la rela-
tion de Dynamique Einsteinienne :

W
! 2 4 2 a2
I'p = palam LR ¢

)

- . Lo AW
d’olt résulte aisément Ajp! > T—,
' c
Mais nous savons que si 1'on cherche & déterminer 1'état
d’un électron par une expérience de durée A?, on ne peut

' . . h ST
connaitre cqu’avee une incertitude “ ¢ est-d-dire que la

décomposition de I'onde W en ondes monochromatiques inlé-
resse un intervalle spectral

Ayt W

WAl 10

e . e~
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Les valeurs de |pl qui inlerviennenl dans la décomposition
spectrale de Uonde 17 ocenpent done un domaine :

Alp|z==2> . (11)

On en conclul quune observation ow expérience de durde
Al ne pent pas conduire d connaitre la quantité de mouve-

. . . h . .
ment avee une ineerlitude moeindre que AT Ceci fournil
cAl

une relation d'incertitnde d un caractére nouveau.

On peut coeore retrouver inégalité (11 d’une aulre ma-
niére. Si un observadeur placé en un poinl de espace veut
délimiter 1a longucur d'un train d'ondes W, i1 doil le faire
passer an travers d'une ouverlure pereée dans un feran ol
pouvant s’obturer au moyen ¢’un volet. 11 enlévera e volel
pendant an intervalle de temps A7, puis le remettra en place
de fagon i délimiter le train d'ondes avant traversé 1'éeran
pendant ce temps Al Mais le front de ce tvain d'ondes ne
pouvant pas progresser avec unce vilesse supéricure & ¢, In
tongueur du train dondes lransmis & travers Péeran est an
phus égate & cAf. En prenant 'axe des 2 dans la direction de
propagation, 'incertitude sur [a coordonnée r du corpusen’e
dans 'onde lransmise sera donc :

Az <7 Al 12y
el. d'aprees la velation Hetsenbers

. h h .
Ap> gm> (1)

et comme ici on peal confondre poel p.. an reteoave Uiné-
galité (11).

Au premier abord, il pourrait sembler que Ja relation (11)
est en opposition avee la notion d’onde plane monochroma-
tique car, pour celle-c¢i, on a Ap-—=0. Maiz on peut Gearler
celfe objeclion en remarquant que. pour étre rigourcuse-
ment ¢n droit d'associer & un corpusenle une onde I plane
ot monorhromatique, i1 faudrait pouvoir atfirmer que le
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corpuscule peut se lrouver en n'imporiec quel point de
Pespace e cette affirmation ne pourrait &étre justifiée que
pour une expérience d'une durée infinie puisqu’aucun moyen
d'investigation nc peut explorer espace avec une vitesse
supéricure 3 ¢, N reste cependant de celte objection qu’en
toute rigueur, un observaleur ne peut jamais veprésenier sos
connaissances sur état d’un éleciron par une onde plane
monochromatique illimiiée.

(lertains raisonnements porient & croire que pour un corps
de masse propre m., la mesure d’une longueur inféricure i

h e e e h , . .
——ou d'une durée inférieure 3 s st illuseire (7). Ceei

mye m e

permet d’espérer que si Uon pouvait exclure de la théorie de

. . . . . h

I'électron la considération des distances inféricures % v
o

et des intervalles de temps inféricurs i comme élant

2

Q
dépourvue de sens, on parviendrait peut-étre par 1a.méme

3 faive disparaitre 1a difficulié des énergies négatives, Mais
ce n'est Id encore qu'un espoir.

i1 Gt Scunrdmsern, Annales de Uinstitut . Poinearé, loe. cit.
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